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1 特殊ラグランジュ部分多様体
複素m次元ケーラー多様体 (X, I, ω)の標準束KX = Λm,0T ∗X が正則
な自明化Ω ∈ H0(X,KX)をもち，さらにケーラー形式との間で

ωm = (−1)m(m−1)/2m!
(√−1

2

)m

Ω ∧ Ω

という関係が満たされるときに (X, I, ω,Ω)をカラビ・ヤウ多様体と呼ぶ．
また，Xの実m次元部分多様体 Lが

ω|L = ImΩ|L = 0

を満たすとき，これを特殊ラグランジュ部分多様体と呼ぶ．コンパクト
な特殊ラグランジュ部分多様体は，それ自身の定めるホモロジー類の中
で体積最小な部分多様体であることが [1]において示されている．
一般のカラビ・ヤウ多様体において特殊ラグランジュ部分多様体を構成
することは，いくつか構成法が知られているとはいえ，容易ではない．し
かし，超ケーラー多様体と呼ばれる，カラビ・ヤウ多様体の特別なクラス
に対しては，複素幾何的な方法で構成できることが知られている．超ケー
ラー多様体とは，実 4n次元リーマン多様体 (X, g)であって，I1I2I3 = −1

を満たす 3つの複素構造 I1, I2, I3をもち，さらに各 (X, Iα, ωα)がケーラー
多様体となるようなものである．ただし，ωα = g(Iα·, ·)とする．このと
き，(X, I1, ω1, (ω2 +

√
−1ω3)

n)はカラビ・ヤウ多様体である．



超ケーラー多様体の実 2n次元部分多様体 Lは

ω2|L = ω3|L = 0

を満たすとき正則ラグランジュ部分多様体と呼ばれる．特に，このとき
Lは (X, I1)の複素部分多様体となる．
正則ラグランジュ部分多様体の定義は，3つのケーラー形式のうちの

2つが L上で消えているということが本質的である．故に，例えば定数
θ ∈ Rに対して

ω1|L = (− sin θω2 + cos θω3)|L = 0

を満たすような実 2n次元部分多様体Lを θ-正則ラグランジュ部分多様体
と呼ぶとすると，これは複素多様体 (X, cos θI2 + sin θI3)の複素部分多様
体である．このとき，以下の良く知られた命題が成立する．

命題 1.1. 任意の k = 1, 2, · · · , 2nに対し，kπ/n-正則ラグランジュ部分
多様体は，(X, I1, ω1, (ω2 +

√
−1ω3)

n)の特殊ラグランジュ部分多様体で
ある．

Proof. Ω = (ω2 +
√
−1ω3)

nとおいたとき，ImΩ|L = 0が成り立つことを
示せばよい．今，

Ω|L = (ω2 +
√
−1ω3)

n|L = (ω2|L +
√
−1ω3|L)n

であり，さらに

ω2 +
√
−1ω3 = e

√
−1θ(cos θω2 + sin θω3 +

√
−1(− sin θω2 + cos θω3))

より，θ = kπ/nとすると

Ω|L = e
√
−1kπ(cos θω2|L + sin θω3|L +

√
−1(− sin θω2 + cos θω3)|L)n

= (−1)k(cos θω2|L + sin θω3|L)n

となるため，ImΩ|L = 0が従う．

命題 1.1の逆が成立するかどうかは重要な問題である．もし成立してし
まうならば，超ケーラー多様体の中で特殊ラグランジュ部分多様体を構
成することは，代数幾何学的な問題に帰着されてしまうことになる．超



ケーラー多様体における特殊ラグランジュ部分多様体論は，代数的な世
界に収まると言っても良い．
本講演の主結果は，命題 1.1の逆命題に対する反例の構成である．すな
わち，超ケーラー多様体に埋め込まれた特殊ラグランジュ部分多様体で
あり，かつどのような θに対しても θ-正則ラグランジュ部分多様体とは
成り得ないものを構成した．従って，特殊ラグランジュ部分多様体は超
ケーラー多様体においても超越的な対象たりうるのである．次章でその
結果について詳しく述べる．

2 主結果
本講演の主結果は次の通りである．

定理 2.1. 以下を満たすような実 4n ≥ 8次元トーリック超ケーラー多様
体 (X, g, I1, I2, I3) と，その部分多様体 L1, L2, · · · , L2n，そしてコンパク
ト特殊ラグランジュ部分多様体の族 {Lt}0<t<δが存在する．

(i) 各 Lkはコンパクト kπ/n-正則ラグランジュ部分多様体である．

(ii) LkとLk+1は一点で横断的に交わり，L2nとL1も一点で横断的に交
わる．異なるLkとLlが共通部分をもつような状況は，これらの場
合に限る．

(iii) Ltは t → 0において
∪2n

k=1 Lkに，カレントの意味で収束する．

(iv) Ltは，いかなる θに対しても θ-正則ラグランジュ部分多様体とはな
らない．

以下，証明の概略を述べる．まず，求める特殊ラグランジュ部分多様体の
入れ物となるトーリック超ケーラー多様体として，多重Eguchi-Hanson空
間の直積を採用する．多重Eguchi-Hanson空間とは，実 4次元のトーリッ
ク超ケーラー多様体である．多重Eguchi-Hanson空間の中では，θ-正則ラ
グランジュ部分多様体を複素運動量写像の逆像として容易に構成できる．
そのような θ-正則ラグランジュ部分多様体たちを直積してL1, L2, · · · , L2n

をつくる．ただし，このときに (ii)の条件を満たすように取ってくるの
は非自明であるが，多重 Eguchi-Hanson空間を上手く選んでくると，そ
れが実現できる．



次に，
∪2n

k=1 Lkを，孤立特異点付きのコンパクト特殊ラグランジュ部分
多様体とみなす．特異点は全て錐型の特異点であり，その近傍を取り除
いて Lawlor’s neckと呼ばれる局所モデルを代わりに貼り合わせて滑らか
なコンパクト特殊ラグランジュ部分多様体を得る．ただし，このときに
Joyceによる特殊ラグランジュ部分多様体の貼り合わせの結果 [2][3]を用
いる．この結果を用いることによって，(i)− (iii)を満たすLtが構成され
る．(iv)は，以下のような議論によって証明される．
一般に，L1, L2, · · · , LAを超ケーラー多様体M に埋め込まれた部分多
様体とし，Lαは θα-正則ラグランジュ部分多様体とせよ．ただし θα ∈ π

n
Z

とする．また，Lαの向きは ωσ(θα)によって定まっているものとする．こ
のとき，n

π
θαが偶数ならば εα = 1とし，奇数ならば εα = −1と定めるこ

とにする．このとき，次の命題を得る．

命題 2.2. 以上の状況の下，ある θ ∈ Rについてコンパクト θ-正則ラグラ
ンジュ部分多様体となるような Lがホモロジー類

∑A
α=1 εα[Lα] に含まれ

るならば，{θ1, θ2, · · · , θA}は θ + πZに含まれなければならない．

命題 2.2を使って (iv)を示す．まず，Ltはその構成の仕方によりホモ
ロジー類

∑2n
α=1 εα[Lα]に含まれることがわかる．従って，もしもLtが θ-

正則ラグランジュ部分多様体となるならば，命題 2.2より{π

n
,
2π

n
, . . . ,

(2n− 1)π

n
, 0
}
⊂ θ + πZ

となるが，このようなことが起こりうるのは n = 1の場合だけである．

3 モジュライ空間との関係
コンパクトな特殊ラグランジュ部分多様体 Lの変形のモジュライ空間
は b1(L)次元の滑らかな多様体の構造をもつことが [4]において示されて
いる．定理 2.1において構成した特殊ラグランジュ部分多様体 Ltについ
ては，b1(Lt) = 1であることが示されるので，この場合のモジュライ空間
は 1次元であり，定理 2.1において構成されている族のパラメーターの数
と一致している．つまり，モジュライ空間は曲線の形をしており，一方の
境界に向けて極限を取ると

∪2n
k=1 Lkが現れる．もう一方の方向に極限を

取ることも考えられるが，そのときにどのような対象が極限として現れ
るか，全く分かっていない．
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