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概要

ミンコフスキー空間の極大曲面において，折り目特異点は型変化や特異点の双対性などで重
要な役割を果たす．本稿では，極大曲面に現れる特異点で知られている性質を平均曲率が一定
で 0ではない空間的曲面，つまり空間的 CMC曲面で考察した結果を紹介する．まず，空間的
CMC曲面は折り目特異点を持たないことを示す．また，錐状特異点を持つ極大曲面の共役曲
面は折り目特異点を持つ，という極大曲面の結果を空間的 CMC曲面の場合に考察した結果も
合わせて報告する．さらに，generic な特異点に対しては特異点の双対性が成立することを紹
介する．

1 イントロダクション
3次元ミンコフスキー空間を L3 = (R3, 〈 , 〉 = dx2 + dy2 − dz2) で表す．以下，Σ2 は向き付
けられた滑らかな 2次元多様体を表すこととする．空間的はめ込み X : Σ2 → L3 で，平均曲率が
恒等的に消えているものを極大曲面という．完備な極大曲面は平面に限ることが知られている [2]．
従って，極大曲面の大域的な性質を調べようとすると，特異点を許容した枠組みで極大曲面を考え
る必要がある．ここで，p ∈ Σ2 が C∞-写像X : Σ2 → L3 の特異点であるとは，X が pにおいて
はめ込みでないときをいう．特異点でない点を正則点という．

定義 1.1 ([16]). リーマン面 Σ2 に対し，以下を満たす C∞-写像 X : Σ2 → L3 を極大面という．

• ある Σ2 の開かつ稠密な部分集合W が存在し，X|W は共形極大はめ込みを与える．
• dX(p) = 0となる点 p ∈ Σ2 が存在しない．

極大面は特異点を持つことがあるが，そこで完備性を新たに定義することで大域的に非自明な例
が豊富に存在し，興味深い性質を持つことがわかってきている [16, 6, 5]．極大面はユークリッド
空間R3 の極小曲面と類似の Weierstrass 型表現公式をもつ．

事実 1.2 ([13, 16]). 極大面X : Σ2 → L3 に対し，Σ2 上のある有理型関数 g と正則 1次微分 ω が
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存在し，X は平行移動を除いて

(1.1) X = Re Ψ
(
ただし，Ψ :=

∫ (
1 + g2, i(1 − g2),−2g

)
ω

)
と表すことができる．

極大面に頻繁に現れる特異点はカスプ辺，ツバメの尾，カスプ状交差帽子であることが知られて
いる ([6])．ここで，これらの特異点の型は次のように定義されるものである．

定義 1.3. C∞-写像X : Σ2 → L3 に対し，X の特異点 p ∈ Σ2 がカスプ辺であるとは，L3 の微分
同相写像 Φ と Σ2 の局所座標系 ϕ で

Φ ◦ X ◦ ϕ−1 = Xce, Φ(X(p)) = (0, 0, 0), ϕ(p) = (0, 0),

となるものが存在するときをいう．ここで，Xce を Xsw に置き換えたものをツバメの尾，Xccr に
置き換えたものをカスプ状交差帽子という．ただし，

Xce(u, v) = (u, v2, v3), Xsw(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v), Xccr(u, v) = (u, v2, uv3)

とする．

カスプ辺 ツバメの尾 カスプ状交差帽子

図 1 極大面の generic な特異点

これらの特異点は特異点の双対性という観点からも興味深い．極大面 X : Σ2 → L3 を (1.1)の
ように表すとき，X# := Im Ψを X の共役極大面という．平面でない極大回転面，つまり極大カ
テノイド (図 2 左) の共役は極大ヘリコイド (図 2 右) になる．極大カテノイドは錐状特異点を持
ち，極大ヘリコイドは折り目特異点を持つ．より一般に次のことが成り立つ．

事実 1.4 ([16, 6, 11, 4]). 極大面 X : Σ2 → L3 の共役を X#，p ∈ Σ2 を X の特異点とする．こ
のとき， pは X# の特異点であり，さらに

• pが X のカスプ辺である必要十分条件は pが X# のカスプ辺である．
• pが X のツバメの尾である必要十分条件は pが X# のカスプ状交差帽子である．
• pが X の錐状特異点である必要十分条件は pが X# の折り目特異点である．

さらに，極大ヘリコイドは折り目特異点を越えて時間的極小ヘリコイドへと実解析的に延長され
る (図 3参照)．このような現象はより一般の状況で成り立ち，折り目特異点を持つ極大面はその特
異点集合を越えて時間的極小曲面へと実解析的に延長されることが知られている ([10, 4])．



極大カテノイド 極大ヘリコイド

図 2 錐状特異点を持つ極大面とその共役極大面

極大ヘリコイド 時間的極小曲面への実解析的延長

図 3 極大ヘリコイドの時間的極小曲面への実解析的延長

このように極大曲面の折り目特異点は，平均曲率 0曲面の型変化 [7, 8, 9, 12, 3, 4] や特異点の双
対性において重要な役割を果たすが，空間的 CMC曲面の折り目特異点の性質は知られていない．

2 主結果
本講演では，平均曲率が 0でない空間的 CMC曲面の折り目特異点を考察する．まず，特異点を
許容する平均曲率が 0でない空間的 CMC曲面である一般化された空間的 CMC 曲面 という概
念を紹介する．

定義 2.1 ([15]). リーマン面 Σ2 に対し，

• C∞-写像 g : Σ2 → C ∪ {∞} が regular extended harmonic map であるとは，
ω̂ :=

ḡz

(1 − |g|2)2
(z は Σ2 の複素座標) とするとき，以下の二条件を満たすものである．

– ω := ω̂ dz が {p ∈ Σ2 ; |g(p)| = 1}を越えて C1-級の 1-formへと拡張できる．
– gzz̄ + 2(1 − |g|2)ḡgz

¯̂ω = 0を満たす．
• Regular extended harmonic map g : Σ2 → C ∪ {∞}と定数H 6= 0に対し，以下で定義さ
れる写像 X : Σ2 → L3

(2.1) X =
2
H

Re
∫ (

1 + g2, i(1 − g2), −2g
)
ω

を一般化された空間的 CMC 曲面 と呼ぶ．



一般化された空間的 CMC 曲面は，正則点集合では Akutagawa-Nishikawa による Kenmotsu

型表現公式 [1] そのものであり，平均曲率が 0でない空間的 CMCはめ込みを与える．
このとき，以下が成り立つ．

定理A. 一般化された空間的 CMC 曲面 は折り目特異点を許容しない．

極大面の場合，錐状特異点を持つものの共役面は折り目特異点を持つことが知られていた．それ
では，一般化された空間的 CMC 曲面の場合には，錐状特異点を持つものの共役面はどのような特
異点を持つのであろうか．空間的 CMC 曲面の共役面を極大面の場合のように明示的に記述する
ことは一般に難しい．ここでは，錐状特異点を持つ一般化された CMC 曲面で回転面であるものに
対して，その共役に現れる特異点を調べた結果を紹介する．

空間的 CMC カテノイド 空間的 CMC ヘリコイド

図 4 錐状特異点を持つ一般化された CMC曲面とその共役面

ここで，L3 の回転面とは，L3 の等長変換群の 1径数部分群である直線の各点を固定するような
ものの作用で不変な曲面のことを指す．そのような 1径数部分群は，楕円的，放物的，双曲的なも
のへと分類される．一般化された空間的 CMC 回転面を一般化された空間的 Delaunay 曲面と呼
ぶことにする．Sasahara [14] によって一部の空間的 Delaunay 曲面の共役面は分類されている．
このとき，次が成り立つ．

定理 B. 錐状特異点を持つ一般化された空間的 Delaunay 曲面の共役は 5/2-カスプ辺を持つ．

ここで，5/2-カスプ辺とは，定義 1.3 において Xce を X5/2(u, v) = (u2, u5, v)に置き換えたも
のである．さらに，5/2-カスプ辺は極大面には現れないこともわかり，極大面と一般化された空間
的 CMC曲面とでは全く異なる特異点の性質を持つことがわかる．
一方で，カスプ辺，ツバメの尾やカスプ状交差帽子においては，一般化された空間的 CMC曲面
においても事実 1.4 と同様の特異点の双対性が成り立つ．
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