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擬リーマン幾何学において，austere部分多様体の概念がHarvey-Lawson([3])およびAnciaux([1])によっ

て導入された．近年，リーマン対称空間内の austere部分多様体の例が Lie群作用（表現）の方法によって

与えられた ([5], [6], [7])．[6]において，Ikawa-Sakai-Tasakiは半単純リーマン対称空間の s表現（イソトロ

ピー表現）に対して球面内の austere軌道を分類している．また，その分類方法は制限ルート系の理論を用

いて構築されている．本研究の目的は，彼らの方法を擬リーマンの場合に拡張し，半単純擬リーマン対称空

間の s表現に対して擬球内の austere軌道の例を与えることである．

1 s表現の軌道の部分多様体幾何

1.1 非退化軌道の特徴付け

Gを連結半単純非コンパクト Lie群，σをGの対合とする．H をGの閉部分群で (Gσ)0 ⊂ H ⊂ Gσ を満

たすものとする．ただし，Gσ(⊂ G)を σの固定部分群，(Gσ)0 をその単位連結成分とする．このとき，商

空間 G/H 上には g := Lie(G)のキリング形式 B から誘導される計量によって擬リーマン対称空間の構造

が定まる．また，Gは G/H に自然に作用しており H(⊂ G)の作用は原点 oを固定していることから，H

は oにおけるG/H の接空間 To(G/H)上の表現を与える．この表現はG/H の s表現（イソトロピー表現）

とよばれ，Gの随伴表現から誘導される H の q上の随伴表現 Ad : H → GL(q)と同一視できることが知

られている．ただし，q(⊂ g)は σ ∈ Inv(G)が誘導する gの対合の (−1)固有空間を表す．この同一視は

軌道に付随する幾何構造を gの Lie代数構造を用いて記述できるようになる利点がある．以下，X ∈ qは

r := B(X,X) > 0を満たすとする．このとき，Ad(H)(⊂ GL(q))は q上の擬直交群の部分群であることか

らX を通る軌道M = Ad(H)X は擬超球面 S := {v ∈ q | B(v, v) = r}に含まれる．このとき，M ↪→ S が

擬リーマン部分多様体（すなわち，M 上の誘導計量が非退化）であることが次のように特徴付けられる．

補題 1.1. M(= Ad(H)X) ↪→ Sが擬リーマン部分多様体である必要十分条件は，M の基点X ∈ S(⊂ g)が

半単純元となることである．

ここで，X ∈ gが半単純であるとは ad(X) ∈ End(g)（adは gの随伴表現）がC 上で対角化可能であるこ

とをいう．上記の補題より，M ↪→ S が擬リーマン部分多様体であるとき，X を含む Cartan部分空間（す

なわち，q内の極大可換部分空間ですべての元が半単純となるもの）が存在する（[8, Corollary]）．よって，

Cartan部分空間に関する制限ルート系の理論 ([8], [3])を用いてM ↪→ Sに付随する幾何構造を詳細に記述

することが可能となる．

1.2 形作用素の Jordan-Chevalley分解

X ∈ qを通る軌道M(= Ad(H)X) ↪→ Sは擬リーマン部分多様体とする．一般に，法ベクトル ξ ∈ T⊥
XM

方向の形作用素 Aξ ∈ End(TXM)は複素の範囲であっても対角化可能であるとは限らない（実際，Aξ の行

列表示は対称行列になるとは限らない）．この節では，随伴表現 adから得られる gの Jordan-Chevalley分

解を利用して Aξ ∈ End(TXM)の Jordan-Chevalley分解を記述する．ここで，Y ∈ gの分解 Y = S +N

が Jordan-Chevalley分解であるとは次の二つの条件を満たすときをいう：(i) S,N ∈ gはそれぞれ半単純元

Based on arXiv: 1511.05243; E-mail: baba@fukushima-nct.ac.jp

1



とベキ零元，(ii) [S,N ] = 0([9, Proposition 1.3.5.1])．さらにこのような S,N ∈ gの存在は唯一つに定ま

り，S = Ys, N = Yn で表すことにする．

補題 1.2. ξ = ξs + ξn を法ベクトル ξ ∈ T⊥
XM(⊂ g)の Jordan-Chevalley分解とする．このとき，ξs, ξn ∈

T⊥
XM が成り立つ．

上記の補題より Aξ の分解 Aξ = Aξs +Aξn は well-definedである．一方，M 上の Z ∈ h := Lie(H)が生成

するベクトル場を Z∗ で表したとき，AξZ
∗
X = −[Z, ξ] (ξ ∈ T⊥

XM)となることから，Cartan部分空間に関

する制限ルート系の理論を用いて Aξ の半単純性およびベキ零性を調べることで次の結果を得る．

補題 1.3. 法ベクトル ξ ∈ T⊥
XM(⊂ g)が半単純であるとき，Aξ ∈ End(TXM)も半単純である．さらに，R

をX, ξ を含む Cartan部分空間に関する制限ルート系としたとき，AC
ξ の固有値全体 SpecAC

ξ は次で記述

される：

SpecAC
ξ =

{
− α(ξ)

α(X)

∣∣∣∣α ∈ R+ with α(X) ̸= 0

}
.

ただし，R+ は Rの正ルート系とする．

注意 1.4. 補題 1.3にあるX, ξを含む Cartan部分空間は常に存在する．その証明には q内の部分空間 aが

X を含む Cartan部分空間 (for (g, h))になる必要十分条件は，aが qX 内の Cartan部分空間 (for (gX , hX))

となる事実を用いる．ただし，gX = {Y ∈ g | [X,Y ] = 0}, hX = gX ∩ h, qX = gX ∩ qとする（gX は g

内の簡約 Lie部分代数であることが示され，Cartan部分空間の概念を簡約対称対の場合にも自然に拡張さ

れる）．

補題 1.5. 法ベクトル ξ ∈ T⊥
XM(⊂ g)がベキ零であるとき，Aξ ∈ End(TXM)もベキ零である．

上記の補題から次の結果を得る．

命題 1.6. 分解 Aξ = Aξs + Aξn は Aξ の Jordan-Chevalley分解を与える．すなわち，Aξs は半単純，Aξn

はベキ零および AξsAξn = AξnAξs が成り立つ．

系 1.7. 法ベクトル ξ ∈ T⊥
XM(⊂ g)の Jordan-Chevalley分解を ξ = ξs + ξn とし，X と ξs の含む Cartan

部分空間に関する制限ルート系を Rとする．このとき，SpecAC
ξ は次で記述される：

SpecAC
ξ =

{
−α(ξs)
α(X)

∣∣∣∣α ∈ R+ with α(X) ̸= 0

}
.

2 Austere部分多様体の構築：s表現の方法

2.1 Austere軌道の特徴付け

Austere部分多様体は次で定義される．

定義 2.1 ([4, Definition 3.15], [1, p. 27]). 擬リーマン部分多様体M ↪→ M̃ が austere部分多様体であると

は，任意の x ∈ M, ξ ∈ T⊥
x M に対して，ξ 方向の形作用素に対する特性多項式のすべての奇数次の係数が

恒等的に 0となることである．すなわち，任意の x ∈ M, ξ ∈ T⊥
x M に対して，ξ 方向の形作用素の固有値

全体が重複度を込めて −1倍で不変である．

X ∈ q を通る軌道 M(= Ad(H)X) ↪→ S は擬リーマン部分多様体であるとする．この節では，M ↪→ S

が austere部分多様体である特徴付けを与える．その方法として Ikawa-Sakai-Tasaki([6])が与えた s表現の

方法を擬リーマンの場合に拡張する．彼らの方法で keyとなるのは軌道M のスライス表現（基点 X にお

けるH のイソトロピー部分群HX が定める T⊥
XM 上の直交表現）が持つ極性（polarity）である．すなわ

ち，G/H がリーマン対称空間の場合，スライス表現の切断は基点 X を含む極大可換部分空間 aを用いて

a⊖RX によって与えられる．よって，M ↪→ S に対して ξ ∈ a⊖R(⊂ T⊥
XM)方向の形作用素が本質的と
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図 1: R2 上の極表現

SO(2)作用 SO(1, 1)作用

なり，M ↪→ Sが austere部分多様体となることが aに関する制限ルート系によって特徴付けられる．一方，

G/H が擬リーマン対称空間の場合，スライス表現は擬直交表現における極性を持つことが知られているが，

その切断はすべての軌道と交わるとは限らない．（図 1に示すように，SO(2) ↷ R2では x軸と y軸はすべ

ての軌道と交わっている．一方，SO(1, 1) ↷ R2 では x軸もしくは y軸を通る軌道を集めてきても退化軌

道（点線）は含まれない．）しかし，SpecAC
ξ = SpecAC

ξs
(ξ = ξs + ξn ∈ T⊥

XM)より，M が austere性を持

つかどうかは SpecAC
ξs
の対称性を調べれば十分であることがわかる．

補題 2.2. 法空間 T⊥
XM(⊂ g)内の半単純元全体 (T⊥

XM)s は次で記述される：

(T⊥
XM)s =

∪
a∈CSX

(a⊖RX).

ただし，CSX はX を含む Cartan部分空間全体を表す．

上記の補題よりXを含むCartan部分空間が軌道M の基点Xにおけるスライス表現の切断のような役割を

はたすことが期待される．また，イソトロピー部分群HX は CSX にも自然に作用しているころから，二つ

の a, a′ ∈ CSX で a′ = Ad(h)a (h ∈ HX)となっていれば，AAd(h)ξ = Ad(h)Aξ Ad(h)−1 となる．したがっ

て，実数の範囲では ξ ∈
∪

a∈CSX/HX
a⊖RX(⊂ T⊥

XM)方向の形作用素Aξ をが本質的となる（すでに見た

ように CSX/HX は一点から成るとは限らない（図 1））．さらに，複素化した形作用素では次の結果が key

となる．

補題 2.3. 二つの a, a′ ∈ CSX に対して，ψ ∈ Aut(gC)で ψ ◦ σ = σ ◦ ψ,ψ(aC ⊖CX) = a′C ⊖CX および

ψ(X) = X を満たすものが存在する．

以上より，M ↪→ S が austere性を持つかどうかを調べるにあたっては，X を含むある Cartan部分空間 a

に対して，ξ ∈ a ⊖RX(⊂ T⊥
XM)方向の形作用素 SpecAC

ξ の対称性を調べれば十分であることがわかる．

このとき，aに関する制限ルート系 Rを用いてM ↪→ S が austere部分多様体であることを特徴付けたの

が次の結果である．

命題 2.4. M ↪→ S が austere部分多様体である必要十分条件は aC ⊖CX 内の部分集合{
−pX(Aα)

α(X)

∣∣∣∣α ∈ R+ with α(X) ̸= 0

}
が（重複度を込めて）−1倍で不変になることである．ただし，Aα ∈ aC は α ∈ Rの制限ルートベクトル，

pX : aC → aC ⊖CX はX に沿った直交射影とする．

系 2.5. a上で実数値の制限ルートに対する制限ルートベクトルを通る軌道は擬超球面 S 内の austere部分

多様体である．

注意 2.6. 一般に，制限ルートベクトル Aα ∈ aC (α ∈ R)は aに属するとは限らない．Aα ∈ aとなる必要

十分条件が αが a上で実数値をとることである（以下，このような制限ルートを実制限ルートとよぶ）．
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2.2 極大分離的Cartan部分空間に関する制限ルート系の実制限ルートの分類

Cartan部分空間 aに対して，二つの条件 σ ◦ θ = θ ◦ σ, θ(a) = aを満たす gの Cartan対合が存在する

([8, Lemma 5])．k, pをそれぞれ θの (+1)固有空間，(−1)固有空間とすると，aの θによる固有空間分解

a = k∩ a⊕ p∩ aを得る．ここで，aが極大分離的であるとは，p∩ aが p∩ q内の極大可換部分空間になると

きをいい，二つの極大分離的 Cartan部分空間はK ∩H の作用で共役であることが示される．ただし，K
は kを Lie代数に持つ Gの部分群とする．以下，aは極大分離的 Cartan部分空間，aに関する制限ルート

系をRとする．この節では，R内の実制限ルートを分類する．よって，その分類結果は系 2.5の具体例がど

の程度存在するかを明らかにする．制限ルート α ∈ Rが a上で実数値である必要十分条件は θ(α) = −αと
なることである．また，θは Rを不変に保つので R上の θ作用を読み取ることができれば，このような制

限ルートをすべて決定できることになる．実際，Rと θから得られる佐武図形を用いることで実制限ルー

トが決定される（なお，(R, θ)の佐武図形の定義などは [2]を参照）．次の例は実制限ルートの分類の計算

例である．

例 2.7 ((g, h) = (e6(−14), su(5, 1) ⊕ sl(2,R))の場合). gの極大コンパクト部分代数は k = so(10) ⊕ so(2)，

(g, h)のリーマン双対は (gd, kd) = (e6(2), su(6) ⊕ su(2))である．このとき，(g, k)および (gd, kd)のリーマ

ン対称空間としての佐武図形を図 2（左・中央）に示す．特に，(gd, kd)の佐武図形より R ∼= F4 となる．

gC のルートを Cartan部分空間へ制限したとき，λ2 7→ α1, λ4 7→ α2, λ3 7→ α3, λ1 7→ α4 の対応によって

{α1, α2, α3, α4}はRの基本系を与える．さらに，(g, k)の佐武図形を用いることで，(R, θ)の佐武図形が求

まる（図 2右）．したがって，{α1, α2, α3, α4}上の θ作用は次のように決定される：

θ(α1) = −(α1 + 2α2 + 2α3), θ(α2) = α2, θ(α3) = α3, θ(α1) = −(α2 + 2α3 + α4).

このとき，α = n1α1 + · · · + n4α4 ∈ Rに対して，θ(α) = −α ⇔ 2n2 = 2n1 + n4, n3 = n1 + n4 となるの

で，実制限ルートは次のように決定される：

±(α1 + α2 + α3), ±(α2 + 2α3 + 2α4), ±(α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4), ±(2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4).

図 2: 佐武図形
(g, k)の佐武図形 (gd, kd)の佐武図形 (R, θ)の佐武図形
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[2]において，例 2.7の議論と同様に (g, k)およびリーマン双対 (gd, kd) の佐武図形を用いて，次の二つのク

ラス (A), (B)の半単純擬リーマン対称空間 G/H に対する (R, θ)の佐武図形を決定している：

(A) gは単純で複素構造を持たないもの，

(B) gは単純で複素構造を持つか，g = g0 ⊕ g0（g0：複素構造を持たない非コンパクト実単純 Lie代数）と

なるもの．

さらに [2]おいて，例 2.7以外にも上記のクラスの半単純擬リーマン対称空間を (R, θ)の佐武図形によるタ

イプ別に分け，(R, θ)の佐武図形を用いた包括的な実制限ルートの分類を行っている．その分類結果を表 1

に示す．よって，次の結果を得る．

定理 2.8. 表 1の制限ルートベクトルを通る軌道は擬超球面 S 内の部分多様体である．

今後の課題：今回得られた結果は Ikawa-Sakai-Tasakiの分類結果 [6, Theorem 5.1]の部分的な拡張にあた

るため，残りの部分についても擬リーマン対称空間の場合へ拡張することを試みる．
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表 1: The real restricted roots of R with respect to a maximally split Cartan subspace
Type of (R, θ) Real Restricted Roots

AI all restricted roots

AIII {±(αi + · · ·+ αr+1−i) | 1 ≤ i ≤ l}

BI
{±(αi + · · ·+ αj−1) | 1 ≤ i < j ≤ l} ∪ {±(αi + · · ·+ αr + αj + · · ·+ αr) | 1 ≤ i < j ≤ l}

∪{±(αi + · · ·+ αr) | 1 ≤ i ≤ l}

BCI
{±(αi + · · ·+ αj−1) | 1 ≤ i < j ≤ l} ∪ {±(αi + · · ·+ αr + αj + · · ·+ αr) | 1 ≤ i < j ≤ l}

∪{±(αi + · · ·+ αr) | 1 ≤ i ≤ l} ∪ {±2(αi + · · ·+ αr) | 1 ≤ i ≤ l}
BCIII {±(α2i−1 + 2α2i + · · ·+ 2αr) | 1 ≤ i ≤ l}

CI
{±(αi + · · ·+ αj−1) | 1 ≤ i < j ≤ l} ∪ {±(αi + · · ·+ αj−1 + αj + · · ·+ αr) | 1 ≤ i < j ≤ l}

∪{±(2αi + · · ·+ 2αr−1 + αr) | 1 ≤ i ≤ l}
CIII {±(α2i−1 + 2α2i + · · ·+ 2αr−1 + αr) | 1 ≤ i ≤ l}
DI {±(αi + · · ·+ αj−1) | 1 ≤ i < j ≤ l} ∪ {±(αi + · · ·+ αr−2 + αj + · · ·+ αr) | 1 ≤ i < j ≤ l}
DIII {±(α2i−1 + · · ·+ αr−2 + α2i + · · ·+ αr) | 1 ≤ i ≤ l}
EI all restricted roots

EII

{±α2,±α4,±(α3 + α4 + α5),±(α2 + α4),±(α2 + α3 + α4 + α5)} ∪
{±(α2 + α3 + 2α4 + α5),±(α1 + α3 + α4 + α5 + α6)} ∪ {±(α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6)} ∪

{±(α1 + α2 + α3 + 2α4 + α5 + α6),±(α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + α6)} ∪
{±(α1 + α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6),±(α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6)}

EIII {±(α1 + α3 + α4 + α5 + α6)± (α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6)}
EV all restricted roots

EVI

{±α1,±α3,±(α1 + α3),±(α2 + α3 + 2α4 + α5),±(α1 + α2 + α3 + 2α4 + α5)} ∪ {±(α1 + α2 + 2α3 +
2α4 + α5),±(α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7)} ∪ {±(α1 + α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 +
α7),±(2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7)} ∪ {±(α1 + 2α2 + 2α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 +
α7),±(α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7)} ∪ {±(α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7)}

EVII {±α7,±(α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7),±(2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7)}
EVIII all restricted roots

EIX

{±α7,±α8,±(α7 + α8),±(α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7)}
∪{±(α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7 + α8),±(α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + 2α7 + α8)}

∪{±(2α1+2α2+3α3+4α4+3α5+2α6+α7)}∪{±(2α1+2α2+3α3+4α4+3α5+2α6+2α7+α8)}∪
{±(2α1+2α2+3α3+4α4+3α5+2α6+α7+α8)}∪{±(2α1+3α2+4α3+6α4+5α5+4α6+2α7+α8)}∪
{±(2α1+3α2+4α3+6α4+5α5+4α6+3α7+α8)}∪{±(2α1+3α2+4α3+6α4+5α5+4α6+3α7+2α8)}

FI all restricted roots

FII {±(α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4)}
FIII {±(α1 + α2 + α3),±(α2 + 2α3 + 2α4),±(α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4),±(2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4)}
G all restricted roots

Note: r (resp. l) denotes the rank (resp. the split rank) of G/H.
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