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藤森祥一氏（岡山大），川上裕氏（金沢大），Wayne ROSSMAN 氏（神戸大），梅原雅顕氏（東

工大），山田光太郎氏（東工大）との共著論文 [3] において次を証明した．

主定理 . Lorentz-Minkowski空間 R3
1 の Jorge-Meeks型極大曲面は，固有に埋め込まれた (properly

embedded) 平均曲率 0曲面に解析的に拡張される．

1 折り目型特異点をもつ極大曲面

R3
1 にて，符号数 (++−)の 3次元 Lorentz-Minkowski空間を表す．よく知られるように，R3

1 に

はめ込まれた平均曲率 0をもつ空間的曲面は極大曲面とよばれ，R3 の極小曲面と同様，Weierstrass

型の表現公式をもつ（例えば [10]など参照されたい）：

M を Riemann 面とする．

極小はめ込み f : M → R3 極大はめ込み f : M → R3
1

f = ReF , f = ReF ,

F : M → C3 is hol. null F : M → C3 is hol. Lor. null

Weierstrass の公式 Weierstrass 型公式

f = Re

∫
(1− g2, i(1 + g2), 2g)ω f = Re

∫
(1 + g2, i(1− g2),−2g)ω

g : M → S2 = C ∪ {∞}, ω ∈ A1(M) g : M → D = {|z| < 1}, ω ∈ A1(M)

g は正則写像，ω は正則 1 形式．

大域的な結果として次が知られている．

事実 1. (1) xy平面全体の上の極大グラフは平面に限る．(Calabi, 1970 [1])

(2) 完備な極大曲面は平面に限る．(Cheng-Yau, 1976 [2])

(1) は (R3 の極小曲面と同様に) ‘Bernsteinの定理’が成り立つことを主張する．ただし，曲面

が必ずしも空間的でない場合（時間的，または混合型の場合）非自明な例がある．

(2) は，必ずしも正則曲面 (regular surface) とは限らない曲面の研究へと誘う．

以下，極大曲面にある種の特異点を許容した範疇で扱うこととする．この必ずしも正則曲面とは

限らない曲面は 極大面 (maxface) とよばれ，(Gauss 写像 g が S2 への写像となるが) Weierstrass

型公式はそのまま成り立つ．

事実 2. Weierstrassデータ (g, ω) の極大面に対し，p ∈ M が特異点 ⇐⇒ |g(p)| = 1.

更に，特異点 p は dg(p) ̸= 0 のとき，非退化特異点とよばれる．非退化特異点 p では，その点

の付近で，特異点集合 Σ := {p ; |g(p)| = 1} は正則曲線となる．

1



事実 3 ([5]). 非退化特異点 pが折り目型特異点 (fold singularity)かどうかは (g, ω)で判定できる：

α := dg/g2ω

と定めたとき，p が折り目型特異点 ⇐⇒ Re(α) ≡ 0 on γ.

注 1 ([11], [6]). 別の種類の特異点 (カスプ辺 (cuspidal edge), ツバメの尾 (swallowtail), カスプ状

交叉帽子 (cuspidal cross cap)) についても，(g, ω) による判定定理がある．

2 Jorge-Meeks 極小曲面とJorge-Meeks 型極大面

定義 1. R3
1 の極大面 f = Re(F1, F2, F3) に対し，Re(F1, F2, iF3) を f の仲間 (companion) とい

う．これは R3 の極小曲面である．

Jorge-Meeks極小曲面 (Jorge-Meeks nノイド) [7]を companionにもつ極大面を Jorge-Meeks

型極大面 (Jorge-Meeks 型 nノイド) とよぼう．Jorge-Meeks 型 nノイドの Weierstrass データは

(g, ω) =

(
zn−1,

i

(zn − 1)2
dz

)
on C ∪ {∞} \ {z; zn = 1}

で与えられ，特異点集合 {z; |z| = 1} \ {z; zn = 1} は折り目特異点からなることが確かめられる．
つまり，Jorge-Meeks 型 nノイドの像は，D̄ \ {z; zn = 1} の像と (S2 \D) \ {z; zn = 1} の像が
べったりと重なっている．

（JM 6ノイドと JM型 6ノイド．xy平面への射影は共通である．）

3 Jorge-Meeks 型極大曲面の解析的拡張とその埋め込み性

折り目型特異点集合の像は 実の null curve (接ベクトルが null vector の曲線) となっている．

事実 4 ([9], [8] など). Γ ⊂ R3
1 を実の null curve とする．Γ 上の任意 2点の中点を集めた集合{

p+ q

2

∣∣∣ p, q ∈ Γ

}
は，時間的極小曲面 (timelike minimal surface) を形成する．
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Jorge-Meeks 型 nノイドの折り目型特異点集合の像に事実 4 を適用したとき，それが正則曲面

として実解析的拡張となっており，その結果出来上がるものが混合型の平均曲率 0 曲面となるこ

とが期待される．

実際，Jorge-Meeks 型 nノイドを極座標 z = reiθ を用いて fn = fn(z) = fn(r, θ) のように記述

すると，fn = f̃n

(
r +

1

r
, θ

)
の形に記述されることに気づく．そこで，新たな変数 u = r +

1

r
を

導入すると，f̃n = (x, y, z) は

x = −Tn−1(u) sin θ + u sin(n− 1)θ

n(Tn(u)− cosnθ)
+

n− 1

n2

n−1∑
j=1

log

(
u− cos

(
θ − 2πj

n

))
sin

2πj

n
,

y =
−Tn−1(u) cos θ + u cos(n− 1)θ

n(Tn(u)− cosnθ)
+

n− 1

n2

n−1∑
j=0

log

(
u− cos

(
θ − 2πj

n

))
cos

2πj

n
,

z =
sinnθ

n(Tn(u)− cosnθ)

と表される．ここに，Tn(u), Tn−1(u) はそれぞれ n 次，n− 1 次の第 1種 Chebyshev 多項式であ

る．このことより，f̃n(u, θ) は，その定義域を u ≥ 1 を超えた次の多様体 Ωn に拡張可能すること

ができる．

Ωn :=

{
(u, θ) ∈ R× R/2πZ

∣∣∣ u > max
j=0,...,n−1

[
cos

(
θ − 2πj

n

)]}
∪ {p∞}, (3.1)

ここに，p∞ は u = ∞ に対応する点（無限遠点．）

f̃6−−−−−→

図 1: Ωn および Jorge-Meeks 型 nノイドの解析的拡張（n = 6 の場合）

Ωn は，f̃n を実解析的に拡張できる最大の範囲であることに注意されたい．

f̃n は次の対称性をもつ：

f̃n (u, θ + 2π/n) = Rf̃n(u, θ), f̃n(u,−θ) = Sf̃n(u, θ), (3.2)

ここに

R =

 cos(2π/n) sin(2π/n) 0

− sin(2π/n) cos(2π/n) 0

0 0 1

 , S =

−1 0 0

0 1 0

0 0 −1


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主定理の証明の流れ：

対称性 (3.2) に着目する．Ω0
n := {(u, θ) | u > 0, 0 ≤ θ ≤ π/n} と定めれば，f̃n(Ωn) は対称性

(3.2) に従い f̃n(Ω
0
n) のコピーをつなぎ合わせたものと考えられる．

Step 1: f̃n が固有写像であること及びはめ込みであることは，Ω0
n 上で確認すれば十分である．

実際，Chebyshev 多項式の性質を駆使して，直接計算でそれを確かめることができる．

Step 2-1: 埋め込み性については，まず Ω0
n 上の任意の高さ z = h の等高線 γh が自己交叉のな

い正則曲線であることを示す．

Step 2-2: 曲面全体に対しての等高線は ∪Rkγh で与えられることに着目し，∪Rkγh が各 Rkγh

の非交和であることを示す．

4 後続研究

本稿で紹介した Jorge-Meeks型 nノイドの解析的拡張に限らず，R3
1に固有に埋め込まれた混合

型の平均曲率零曲面が存在する．そのようなものの中でもとくに xy平面全体の上のグラフである

ものの研究について [4] で取り組んでいる．Jorge-Meeks型 2ノイド（これは xy平面全体の上の

グラフとしても得られる）の一般化である．

注 2. Jorge-Meeks 型 2 ノイドは，元々 [10] で helicoid of 2nd kind と呼ばれていた曲面で，

hyperbolic catenoid なる名称ももつ．それが，平均曲率 0 グラフの方程式に関する xy平面全体

を定義域とする大域解を与えていることも [10] で既に指摘されていた．
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