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リーマン多様体M の微分形式 ω に対して

| ω |∗= maxx∈M maxξ∈∧pTx(M) ω(ξ)

を comassという．ω が M の calibrationであるとは，ω が M の閉微分形式で comass が 1

に等しいことをいう．M = G/K をコンパクトリーマン対称空間とするときM の calibration ω

は G不変微分形式である．ω を M の G 不変微分形式とすると，ω を原点 eK に制限した交代
形式 ω|eK は Ad(K) 不変交代形式であり逆も成り立つ．
calibration は閉微分形式だからコホモロジー類を定めるが，コホモロジー類を代表する calibra-

tion が知られていて，キャリブレートされた部分多様体 (calibrated submanifolds)の研究が進ん
でいるものが多いとは言えない．
そこで，コンパクト既約対称空間のイソトロピー表現 G → O(ToM) の外積表現の不変元に興
味を持つ．
一般に，コンパクト単純リー群 G のコホモロジー環H∗(G) は，G の階数を r とするとき，r

個の生成元により生成された外積代数の構造を持つことが知られている．生成元 ω1，· · ·，ωr の
うちで次数が最低のものは，G のリー環 g の 3次交代形式

ω1(X,Y, Z) = ⟨X, [Y, Z]⟩ X,Y, Z ∈ g

を拡張した G不変 3次微分形式である．ω1 はキャリブレーションであることが知られている．リー
群の階数が 2 の時，ω2 は ω1 のポアンカレ双対として得られる．従って，扱うべきリー群は階数
が 3 以上のものである．An 型のコンパクト単純リー群 SU(n+1) では生成元の次数は 3，5，· · ·，
2n+ 1 である．
本稿では，SU(4) のリー環の上の Ad(SU(4))不変 5次交代形式について考える．

1 一般的な設定

G を階数 r の連結なコンパクト単純リー群とし，g を G のリー環とする．g の Ad(G)不変内
積を ⟨, ⟩ で表す．a を g の極大可換部分空間とし，a が生成する連結リー部分群を A とする．
ρ : G → SO(V ) を G の実既約表現とする．また，
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• 外積代数への表現 G →
∧p(V )

• ρ の微分表現 g → so(V )

• 上記の複素化

等も全て ρ で表す．V の ρ(G)不変内積 ⟨, ⟩ をひとつ取って固定しておく，すべての λ ∈ a に対
して

Vλ =
{
v ∈ V | ρ(exp(tH))(v) = et⟨λ,H⟩(v) for all H ∈ g

}
= {v ∈ V | ρ(H)(v) = ⟨λ,H⟩(v) for all H ∈ g}

である．Vλ ̸= {0}となる λ を表現 ρ の weight という．
W で，ρ : G → SU(V C) のウェイトの全体を表す．W = {λ1, · · · , λN} とし，ウェイト λi に
対するウェイトベクトル vi (1 ≤ i ≤ N) を，v1, · · · , vN が V C の基底になるようにとる．
I = (i1, · · · , ip) (1 ≤ i1, i2, · · · , ip ≤ N) に対して vi1 ∧ · · · ∧ vip を vI または vi1,··· ,ip と書く．

H ∈ a の
vI = vi1,··· ,ip = vi1 ∧ · · · ∧ vip

への作用は
ρ(H)(vI) = (λi1 + · · ·+ λip)(H)vI

となるから

Ξ = {I = (i1, · · · , ip) : λi1 + · · ·+ λip = 0, 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ N}

とおけば，
p∧
V C の ρ(G) 不変元は {vI : I ∈ Ξ} の一次結合で表せる．

gC の a に関する 0でないルートの全体を R で表す．R の基本ルート系を {α1, · · · , αr} としα0

を最高ルートとする．Y0 を α0 に対するルートベクトル，Yi (i = 1, · · · , r) を αi に対するルート

ベクトルとする．
p∧
V C の G 不変元 ξ を {vI | I ∈ Ξ} の一次結合

ξ =
∑
I∈Ξ

aI vi

で表す．このとき
ρ(Yi)(ξ) = 0 (i = 0, 1, · · · , r) (1)

が成り立つ．逆に (1) が成り立つとき，ξ が ρ(g)不変元となり ρ(G)不変元となることもわかる．
(1)は，aI を未知数とする連立１次方程式になるから，複素係数の範囲では我々の問題は連立１
次方程式に完全に帰着される．(1)を満たす ξ は，表現空間 V の複素化 V C の基底を用いて表さ
れているため，ξ を V の基底で書き直すことが必要である．
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間下 [1] は，コンパクト既約リーマン対称空間 SU(4)/SO(4) のイソトロピー作用の 4次の外積
表現の不変元を (1) を解くことによって求めた．この場合，未知数の個数は 10であったが，一般
には未知数の個数がかなり多くなってしまう．

次の手順で問題を考える．

(1) Z = span {vI | I ∈ Ξ} に置換として働く適当な有限群 G0 を見つける．

(2) G0 の作用で Z = span {vI | I ∈ Ξ} を既約分解する．

(3) （(2)で求めた）Z の各既約成分（Zi とする）の G0不変元 ξi を求める．

(4) (1)に対応する連立 1次方程式を解く．

(5) 得られた解を V の基底で書きなおす．

次節で，ρ : SU(4) → O(su(4)) の 5次外積表現についてこれを実行する．

2 ∧5(gl(4,C)) の不変元

2.1 su(4) の基底

対角成分が h1，· · ·，h4 である，4次対角行列をDiag(h1, · · · , h4) で表す.

SU(4) の極大トーラス

A = {Diag(e
√
−1h1 , · · · , e

√
−1h4) : h1, · · · , h4 ∈ R, h1 + · · ·+ h4 = 0}

のリー環
a = {

√
−1Diag(h1, · · · , h4) : h1, · · · , h4 ∈ R, h1 + · · ·+ h4 = 0}

の複素化を h で表す．h は sl(4,C) = su(4)C のカルタン部分環で，その実部は

hR = {Diag(h1, h2, h3, h4) : h1, · · · , h4 ∈ R, h1 + · · ·+ h4 = 0}

である．
sl(4,C) は扱いにくいので，まず gl(4,C) で考える．
h = {Diag(h1, h2, h3, h4) : h1, · · · , h4 ∈ C} とし，h の基底

H1 = Diag(1, 0, 0, 0), · · · ,H4 = Diag(0, 0, 0, 1)

をとる．εi ∈ h
∗
を

εi(Hj) = δij
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で定める．gl(4,C) の，h に関するウェイトの全体を

W = {εi − εj | 1 ≤ i, j ≤ 4}

である 1．実際, (i, j) 成分が 1 で他の成分は 0 である 4 次正方行列をEij で表すとき

[ Diag(h1, · · · , h4), Eij ] = (εi − εj)Eij (1 ≤ i, j ≤ 4, i ̸= j)

が成り立つ． また 0 でないウェイト（すなわち，ルート）の集合を R で表す．

gl(4,C) の基底 {Eij} に次のように番号付けする．

E11 = H1 = v13, E12 = Xε1−ε2 = v3 , E13 = Xε1−ε3 = v2 , E14 = Xε1−ε4 = v1 ,

E21 = Xε2−ε1 = v10, E22 = H2 = v14, E23 = Xε2−ε3 = v5 , E24 = Xε2−ε4 = v4 ,

E31 = Xε3−ε1 = v11, E32 = Xε3−ε2 = v8 , E33 = H3 = v15, E34 = Xε3−ε4 = v6 ,

E41 = Xε4−ε1 = v12, E42 = Xε4−ε2 = v9 , E43 = Xε4−ε3 = v7 , E44 = H4 = v16.

{v1, · · · , v16}は，gl(4,C)のhに関するウェイト εi−εj に対するウェイトベクトルである．gl(4,C)
の，h に関するウェイトW = {α1, α2, · · · , α16} の番号は，対応するウェイトベクトルの番号と
同じものとする．例えば α1 = ε1 − ε4，α13 = ε1 − ε1 = 0 である．su(4) の 0 でないルートの全
体が R だから

R = {α1, α2, · · · , α12}.

2.2 Aの正規化群の部分群 G0

g1 =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , g2 =


1 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 , g3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


とおく．g1, g2, g3 は SU(4) の極大トーラス T の正規化群の元で Ad(g1)|a，Ad(g2)|a，Ad(g3)|a
は，SU(4) のワイル群 (⊂ O(a))を生成する．
Ad(gi) の，gl(4,C) の基底 {v1, · · · , v16} への作用は以下の表の通りである．

1一般には重複度を考慮する必要がある．
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Ad(g1) Ad(g2) Ad(g3) Ad(g1) Ad(g2) Ad(g3)

v1 v4 v1 −v2 v9 −v12 v7 −v8

v2 v5 −v3 v1 v10 −v3 v11 v10

v3 −v10 v2 v3 v11 v8 −v10 v12

v4 −v1 v6 −v5 v12 v9 v12 −v11

v5 −v2 −v8 v4 v13 v14 v13 v13

v6 v6 −v4 −v7 v14 v13 v15 v14

v7 v7 −v9 −v6 v15 v15 v14 v16

v8 −v11 −v5 v9 v16 v16 v16 v15

g1，g2，g3 が生成する SU(4) の部分群を G0 とおく．

Remark 1 Ad(g1)|a，Ad(g2)|a，Ad(g3)|a，は SU(4) のワイル群 ≃ S4 を生成するが．Ad(g1)，
Ad(g2)，Ad(g3) が生成する群 G0 は≃ S4 でないことに注意する．
実際 #(G0) = 96 である．

gl(4,R) の中心を z で表すとき，gl(4,R) = sl(4,R)⊕ z で

5∧
(gl(4,R)) =

5∧
(sl(4,R))

⊕(
4∧
(sl(4,R)) ∧ z

)

となる．直交射影を π :

5∧
(gl(4,R)) →

5∧
(sl(4,R)) で表す．

2.3 ∧5(gl(4,C)) の Ad(G0)不変元

ξ =
∑

i1<i2<···<i5

ai1,··· ,i5 vi1,··· ,i5

とおく．{vI : I = (i1, · · · , i5), 1 ≤ i1 < · · · < i5 ≤ 16} は ∧5(gl(4,C)) の基底でH ∈ t に対して

ad(H) · vI = (αi1 + · · ·+ αi5)(H)vI

を満たす．ξ ∈ ∧5(gl(4,C)) を，Ad(SU(4))不変元とするとき，ξ は Ad(T ) 不変だから

ξ =
∑

i1<···<i5

ai1,··· ,i5 vi1,··· ,i5

とおくとき，すべての H ∈ t に対して

ad(H) ξ =
∑
I

(αi1 + · · ·+ αi5)(H) vi1,··· ,i5 , H ∈ t
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となり，ai1,··· ,i5 ̸= 0 ならば (αi1 + · · ·+ αi5)(H) = 0 である．すなわち

Ξ = {I = (i1, i2, · · · , i5) | αi1 + αi2 + · · ·+ αi5 = 0, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < i5 ≤ 16}

として
Z = spanC{vI : I ∈ Ξ}

とおくとき ξ ∈ Z である．
詳細は省略するが，G0 作用のもとでZ は，10個の既約部分空間の直和に分解される．さらに，

10個ある既約部分空間の中で
5∧
sl(4,C) に含まれる 0 でない G0不変元をもつものは 7個である．

以下，そのような不変既約部分空間と G0不変元を挙げておく．

Z3 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εk ∧Xεk−εi ∧Hεi ∧Hεj

}
, ξ3 =

1

4

∑
g∈G0

g · v1,7,11,13,15.

Z4 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εk ∧Xεk−εi ∧Hεi ∧Hεl

}
, ξ4 =

1

4

∑
g∈G0

g · v1,7,11,13,14.

Z5 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εi ∧Xεi−εk ∧Xεk−εi ∧Hεi

}
, ξ5 =

1

8

∑
g∈G0

g · v1,2,11,12,13.

Z6 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εi ∧Xεi−εk ∧Xεk−εi ∧Hεj

}
, ξ6 =

1

4

∑
g∈G0

g · v1,2,11,12,15.

Z7 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εi ∧Xεi−εk ∧Xεk−εi ∧Hεl

}
, ξ7 =

1
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∑
g∈G0

g · v1,2,11,12,14.

Z9 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εk ∧Xεk−εl ∧Xεl−εi ∧Hεi

}
, ξ9 =

1

4

∑
g∈G0

g · v1,5,9,11,13.

Z10 = span
{
Xεi−εj ∧Xεj−εk ∧Xεk−εi ∧Xεi−εl ∧Xεl−εi

}
, ξ10 =

1

4

∑
g∈G0

g · v1,2,8,10,12.

Theorem 1
∧5 sl(4,C) の SU(4)不変元は，定数倍を除いて

ξ = −
√
−1 (ξ3 + 2ξ5 − ξ6 − ξ9 − ξ10)

である．
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