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概要

リーマン部分多様体の外在的等長変換のなす群の法空間への自然な表現 (full slice repre-

sentation) が 0 以外の固定点を持たないとき, その部分多様体を arid submanifold と呼ぶこ

とにする. 本稿では, arid submanifoldの基本的な性質といくつかの具体例を紹介する.

1 arid submanifold

X を完備連結リーマン多様体, Y を X のリーマン部分多様体とする. Isom(X)を X の等長変

換のなす群とする. X の等長変換 f ∈ Isom(X)が, Y を保つ (i.e. f(Y ) = Y )とき, f は Y の外

在的等長変換であるという. Y の外在的等長変換全体のなす群を N(Y )とする. すなわち,

N(Y ) := {f ∈ Isom(X) | f(Y ) = Y }.

外在的等長変換群 N(Y )は X および Y に等長的に作用する. 点 p ∈ X に対し, pにおける固定

部分群を N(Y )p := {f ∈ N(Y ) | f(p) = p}と書く.

Definition 1.1. 部分多様体 Y の点 p ∈ Y に対して, N(Y )p の法空間 (TpY )⊥ への自然な作用

g.ξ := (dg)pξ, (g ∈ N(Y )p, ξ ∈ (TpY )⊥)

を部分多様体 Y の pにおける full slice representation と呼ぶことにする.

本稿では, この full slice representationに関して, 以下のような対称性を持ったリーマン部分多

様体を扱う.

Definition 1.2. 任意の Y の点 pに対して, Y の pにおける full slice representationが 0でない

固定点を持たないとき, Y を arid submanifold と呼ぶことにする.

いいかえると, arid submanifoldとは, リーマン部分多様体 Y であって, 以下の性質を満たすも

のである：任意の点 p ∈ Y と任意の法ベクトル ξ ∈ (TpY )⊥ \ {0} に対して, ある X の等長変換

f : X → X が存在して,
f(p) = p, f(Y ) = Y, (df)pξ ̸= ξ.
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Remark 1.3. “arid”とは, 「乾燥した」, 「草木が生えない」などの意味を持った英単語である.

arid submanifoldという命名は「full slice representationで不変な法ベクトル」を「部分多様体に

生えている草木」に見立てていることに由来している. arid submanifoldとは不変な法ベクトルが

存在しない部分多様体であった. この例えにのっとるなら, arid submanifoldとは, 「草木が生え

ない」部分多様体である. これが, arid submanifoldの名前の由来である. この命名は筆者による.

例えば, 一般に, リーマン部分多様体の平均曲率ベクトルは full slice representationで不変な法

ベクトルである. よって以下が従う：

Proposition 1.4. arid submanifoldは極小部分多様体である.

ゆえに arid submanifold は極小部分多様体の扱いやすい具体例を提供することが期待される.

これが, arid submanifoldを考える動機の 1つである.

2 arid submanifoldの位置付け

リーマン部分多様体論において, arid submanifoldは以下のような位置付けにある：

鏡映部分多様体 ([7]) ⇒ 全測地的部分多様体

⇓ ⇓
弱鏡映部分多様体 ⇒ austere submanifold([4])

⇓ ⇓
arid submanifold ⇒ 極小部分多様体

右の列の全測地的, austere, 極小の 3つの部分多様体は曲率の性質から定義される概念であった.

鏡映は全測地的を, 弱鏡映は austereを, aridは極小を, 外在的等長変換群の作用による対称性の観

点から特殊化したものであるといえる.

ここで, arid submanifoldにも関係している弱鏡映部分多様体について説明する. 弱鏡映部分多

様体は井川–酒井–田崎によって導入された概念である. 定義は以下の通りである.

Definition 2.1 ([6]). リーマン部分多様体 Y が弱鏡映部分多様体であるとは, Y が以下の性質を

満たすことをいう：任意の点 p ∈ Y と任意の法ベクトル ξ ∈ (TpY )⊥ に対して, ある X の等長変

換 f : X → X が存在して,

f(p) = p, f(Y ) = Y, (df)pξ = −ξ.

いいかえると, 弱鏡映部分多様体とは, 任意の法ベクトルを full slice representationで “反転さ

せることができる” 部分多様体である. 一方, arid submanifold は任意の (0 でない) 法ベクトル

を full slice representationで “何かしら動かすことができる”部分多様体であった. ゆえに, arid

submanifoldは弱鏡映部分多様体の一般化である.

Remark 2.2. arid submanifoldは弱鏡映部分多様体とも極小部分多様体とも違うものである：

(1) 弱鏡映部分多様体でない arid submanifold は存在する. 例えば, 既約リーマン対称空間の

s-representationの軌道で弱鏡映になるものは, 井川–酒井–田崎によって分類されている ([6]).
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一方で, 次の項で見るように, 固有等長作用の孤立軌道は arid submanifoldである. 分類を眺

めてみると, 孤立軌道だが弱鏡映になっていないものがあるということが分かる.

(2) arid submanifold でない極小部分多様体は存在する. 例えば, R3 内のカテノイド曲面は arid

submanifoldでない極小部分多様体である.

ただし, 部分多様体が超曲面 (i.e. 余次元が 1)である場合, aridと弱鏡映の概念は一致する. 実

際, 法空間が 1次元ならば, full slice representationで法ベクトルを “(−1)倍する”ことと “何か

しら動かす”ことは同値である.

3 等質な arid submanifold

この項では, 等質な arid submanifold は何らかの等長作用の孤立軌道として実現できることを

みる：

Theorem 3.1. Y を閉かつ等質な arid submanifold とする. このとき, ある Lie 部分群 G ⊂
Isom(X)が存在して, Y は G-作用の孤立軌道となる.

ここで, 等質とは, 外在的等質 (i.e. 外在的等長変換群 N(Y )が推移的に作用していること)を意

味するものとする.

最初に, 等長作用の orbit typeについて復習する. Gを Isom(X)の Lie部分群とする. 点 p ∈ X

に対し, 軌道 G.pの orbit typeとは, pにおける固定部分群 Gp の Gに関する共役類のことであっ

た. 例えば, 2つの軌道 G.pと G.q が同じ orbit typeとはある g ∈ Gが存在して, gGpg
−1 = Gq

となることである.

Definition 3.2 ([5]). Gを Isom(X)の Lie部分群, p ∈ X とする. このとき, 軌道 G.pが孤立軌

道であるとは, G.pの近傍に G.pと同じ orbit typeを持つ軌道が存在しないこと. すなわち, X の

開集合 U ⊃ G.pが存在して, 任意の q ∈ U \G.pに対して, G.pと G.qの orbit typeが同じになら

ないことをいう.

部分群 G ⊂ N(Y ) に対して, Y が G-arid submanifold であるとは, 任意の法ベクトル ξ ∈
TpY

⊥ \ {0} に対して, ある f ∈ G ∩ N(Y )p が存在して, (df)pξ ̸= ξ となることをいう. す

なわち, G-arid submanifold とは, 外在的等長変換群 N(Y ) 全体を使わなくとも, もっと小さ

い群 G ⊂ N(Y ) による slice representation だけで, 法ベクトルをすべて動かせてしまう arid

submanifoldである.

Proposition 3.3. G を Isom(X) の Lie 部分群とし, G は X に固有に作用しているとする. 点

p ∈ X に対し, 以下は同値である：

(1) 軌道 G.pは孤立軌道である.

(2) 軌道 G.pは G-arid submanifoldである.

Remark 3.4. 完備連結リーマン多様体への等長固有写像については, 分かりやすい特徴付けがあ

る. X への等長 G-作用が固有であることの必要十分条件は Gが Isom(X)の閉部分群であること

である ([2], [10]).
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Proposition 3.3 の証明は, 固有 G-作用に対する G-同変管状近傍の存在定理 (c.f. [3], Theo-

rem B.24) による. 一方, Y が閉部分多様体ならば, N(Y ) は Isom(X) の閉部分群になる. この

ことより, Theorem 3.1 の証明は, G = N(Y ) とおいて Proposition 3.3 を適用すれば, 直ちに終

わる.

Remark 3.5. Theorem 3.1の主張について注意する. “G-作用の軌道 G.pが arid submanifold

ならば, G.p は G-作用の孤立軌道である” という主張は正しくない. 一般に, arid submanifold

G.pを孤立軌道として実現するためには, Gより大きな群 G′ ⊃ Gで G′.p = G.pとなるものを取

り直す必要がある.

まとめると, 等質な arid submanifoldは本質的には孤立軌道である. その意味では, 等質な arid

submanifoldには目新しさはあまりない. ゆえに, 非等質な arid submanifoldを研究するのが今後

の課題である.

4 arid submanifoldのさらなる具体例の構成

非等質な arid submanifold の研究のためにも, arid submanifold のさらなる具体例の構成は

重要な課題である. この項では, 等長固有な G-作用において, 同じ orbit type を持つ軌道を “よ

せ集める” という操作で, arid submanifold が得られることを見る. 正確には以下の通りである.

G ⊂ Isom(X)を Lie部分群とする. 点 p ∈ X に対して, X の部分集合S(G.p)を以下で定義する：

S(G.p) := “{q ∈ X | G.pと G.q は同じ orbit typeを持つ }の pを含む連結成分”.

Proposition 4.1 ([3], Corollary B.45). 固有 G-作用に対して, S(G.p)は X の部分多様体.

Proposition 4.1も G-同変管状近傍の存在定理から従う. 証明は [3]を参照のこと.

Remark 4.2. Proposition 4.1 により, X への固有 G-作用があると, X は部分多様体 S(G.p)

達の disjoint union として表わされる. この X の分割を X の (G-作用に関する) orbit type

stratification と呼ぶ. また, 各 S(G.p)を orbit type strata と呼ぶ.

例えば, G.pとして, G-作用の主軌道をとると, よく知られているように, S(G.p)はX の中の開

集合になる. しかし, 一般に S(G.p)は開部分多様体とは限らない非自明な部分多様体になる.

Proposition 4.3. 固有 G-作用に対して, S(G.p)は G-arid submanifold.

Proposition 4.3 は, 点 q における S(G.p) の接空間 TqS(G.p) が以下のように表わされること

から従う：
TqS(G.p) = Tq(G.p)⊕ {ξ ∈ Tq(G.p)⊥ | ∀f ∈ Gq, (df)qξ = ξ}.

Proposition 4.3によると, 何でもよいから固有等長作用を 1つ選び, 適当な orbit typeを 1つ選べ

ば, X 内に非自明な arid submanifoldが作れる. これにより, arid submanifoldの例が豊富に得ら

れる.

Remark 4.4. S(G.p) は一般には完備ではない. その意味では, Proposition 4.3 から非等質な

arid submanifoldの例が得られることになるが, やはり, 完備な例が欲しい. Proposition 4.3を用
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いて, 完備非等質な arid submanifoldの例を探すことが今後の課題である.
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