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概要

複素射影空間および複素双曲空間内の実超曲面に対して、複素 2-plane Grassmann 多様体

への Gauss 写像を定義し、特に実超曲面が Hopf 超曲面の場合には、Gauss 写像の像が複素

2-plane Grassmann 多様体の (para-) 四元数 Kähler 構造に関して良い性質を持った部分多

様体であることがわかる。このことは、非平坦複素空間形内の Hopf 超曲面の幾何学的特徴づ

けを与えている。また、複素 2-plane Grassmann 多様体の twistor 空間内の horizontal 部

分多様体から、非平坦複素空間形内の Hopf 超曲面を構成できることがわかる。

1 実空間形内の超曲面の Gauss 写像

曲面や部分多様体を調べる上で Gauss 写像は基本的な概念であって、対象に応じて様々な

Gauss 写像がある。Palmer [17] は、球面 Sn+1 内の向きつけられた超曲面 Mn の各点に対して、

Rn+2 における位置ベクトルと球面内の単位法ベクトルで張られる、Rn+2 内の oriented 2-plane

を対応させることにより、Mn から実 Grassmann 多様体 G̃2(Rn+2) への Gauss 写像 g を考え

た。 そして、G̃2(Rn+2) に定義される自然な Kähler 構造に関して、Gauss 写像の像 g(M) は

Lagrange 部分多様体であることを示した。特に M が等径 (すなわち、主曲率が一定)、あるい

は austere の時、g(M) は G̃2(Rn+2) の極小 Lagrange 部分多様体である。一方で、Sn+1 内の超

曲面 M の平行超曲面 Mr についても、Gauss 写像の像は変わらない: g(M) = g(Mr)。逆に、

G̃2(Rn+2) 内の Lagrange 部分多様体 Σn に対して、G̃2(Rn+2) 上の S1-束の全空間である Stiefel

多様体 V2(Rn+2) への (局所的) Legendre immersion (lift) が構成できて、Sn+1 への射影を合成

すると、Sn+1 の超曲面 (の平行族)が復元できる。実双曲空間 Hn+1 や不定値実空間形内の超曲面

についても、同様の研究が Anciaux [4] により成されている。
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2 複素空間形内の Hopf 超曲面

M2n−1 を Kähler 多様体 M̃n の実超曲面、N を M の (局所的に定義された) 単位法ベクト

ル場とする。M の接ベクトル場 ξ := −JN (J は M̃ の複素構造) が主曲率ベクトル、すなわち

M2n−1 の shape operator A について Aξ = µξ が成り立つとき、M を M̃ のHopf 超曲面とい

い、µ をHopf 主曲率という。以下 M̃ として正則断面曲率 c が一定である、複素射影空間 CPn

(c = 4) または 複素双曲空間 CHn (c = −4) を考える。このとき、Hopf 主曲率 µ は (局所)定数

であることが知られている [14, 13]。

CPn の Hopf 超曲面 M2n−1 の幾何学的意味付けは、まず Cecil-Ryan [6] に寄って与えられた:

(1) 実超曲面 M2n−1 がある CPn の複素部分多様体上半径一定 r (0 < r < π/2)の tube 上にあ

るとき、M は Hopf 超曲面 (µ = 2 cot 2r) である。(2) 逆に、M2n−1 を CPn の Hopf 超曲面で、

その Hopf 主曲率を µ = 2 cot 2r (0 < r < π/2) と表すことにする。このとき、もし M の各点に

対して、CPn の測地線に沿って、M の単位法ベクトル N 方向に距離 r だけ進んだ点を対応させ

る写像 ϕr : M → CPn (focal map という)の階数が一定ならば、ϕr(M) は CPn の複素部分多

様体であって、M は ϕr(M) 上半径 r の tube 上にあることがわかる。(3) その後、focal map に

関する条件なしで CPn の Hopf 超曲面の大域的構造の研究がある [5]。(4) CPn の Hopf 超曲面

M の平行超曲面 Mr も Hopf である。(5) CPn の Hopf 超曲面 M について、µ = 0 の時 ξ の各

積分曲線は CPn の測地線であり、µ ̸= 0 の時は ξ の各積分曲線は S2 ∼= CP1(⊂ CPn) の小円で

あって、M の平行超曲面の族 {Mr} を考えると、ξ の積分曲線は S2 内の同心円を成す。(6) ちな

みに、CPn の等質超曲面 [18] は階数 2 の Hermite 対称空間の isotropy 表現の軌道として得られ

るが、すべて Hopf である [19]。そして、CPn の等質超曲面は、いくつかの第二基本形式が平行な

複素部分多様体 [16] 上の半径一定の tube として実現される [10, 7]。

CHn の Hopf 超曲面については、(1) |µ| > 2 の場合、上記の Cecil-Ryan の結果と同様の構造

定理が知られている [15]。(2) |µ| < 2 の場合、S2n−1 内の Legendre 部分多様体の pair から CHn

の Hopf 超曲面が構成されることが示されている [9]。(3) |µ| = 2 の場合の構造定理は知られてい

なかった。(4) CHn の Hopf 超曲面 M の平行超曲面 Mr も Hopf である。(5) CHn の Hopf 超

曲面 M における、ξ の積分曲線 γ = γµ (µ は M の Hopf 主曲率)について: (5a) µ = 0 の時 γ0

は CHn の測地線であり、(5b) 0 < |µ| < 2 の時は γµ は実双曲平面 RH2 ∼= CH1(⊂ CHn) 内の

測地線 γ0 からの等距離曲線である。(5c) |µ| = 2 の時 γµ は RH2 ∼= CH1 の horocycle であり、

(5d) |µ| > 2 の時、γµ は RH2 ∼= CH1 の測地円であって、M の平行超曲面の族 {Mr} を考える
と、ξ の積分曲線は RH2 内の同心円を成す。

3 複素空間形内の実超曲面の Gauss 写像

M2n−1 を CPn の実超曲面とする。このとき、§1 と同様に CPn の実超曲面 M2n−1 の各点に

対して、位置ベクトルと単位法ベクトルで張られる Cn+1 の複素 2-plane を対応させることによ
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り、M2n−1 から複素 2-plane Grassmann 多様体 G2(Cn+1) への Gauss 写像 g を定義できる。

定理 1 [11]. M2n−1 を CPn の実超曲面、g : M2n−1 → G2(Cn+1) をその Gauss 写像とする。

(1) M が非 Hopf のとき、g は immersion である。(2) M が Hopf のとき、像 g(M) は

G2(Cn+1) の四元数 Kähler 構造に関して、半分次元の全複素部分多様体 (cf. [2, 20]) である。

特に、CPn の任意の Hopf 超曲面 M2n−1 は、Kähler 多様体 g(M) 上の S1-bundle の全空間で
あって、その射影 M → g(M) は Gauss 写像 g に他ならない。そして、g の各 fiber は Hopf 超

曲面 M における ξ の積分曲線である。

定理 1は、§1 の Palmer [17] の定理の複素版とも考えられる。

次に、M2n−1 を複素双曲空間 CHn の実超曲面とする。Anti de-Sitter 空間 H2n+1
1 (⊂ Cn+1

1 )

は CHn 上の S1-bundle の全空間であることに注意して、M の各点に対して Cn+1
1 の位置ベクト

ルから定まる timelike complex line と単位法ベクトルから定まる spacelike complex line によっ

て張られる Cn+1
1 の不定値 2-plane を対応させると、M から不定値複素 2-plane Grassmann 多

様体 G1,1(Cn+1
1 ) へのGauss 写像 g が定義できる。

ここで、G1,1(Cn+1
1 ) 上定義される para-四元数 Kähler 構造について述べる。まず、Clifford

代数 C(2, 0) = C(1, 1)として与えられる分裂四元数 H̃の要素は q = q0+iq1+jq2+kq3, i
2 = −1,

j2 = k2 = 1, ij = −ji = −k, jk = −kj = i, ki = −ik = −j (q0, q1, q2, q3 ∈ R) と表されて、
その (不定値) ノルムは |q|2 = q20 + q21 − q22 − q23 で与えられる。このとき、四元数の関係式を用

いて四元数 Kähler 構造が定義されたのと同様にして、para-四元数 Kähler 構造が定義される

(cf. [1])。ただし、このとき自然に定まる計量は正定値ではなくて neutral 計量であることに注意

する。

定理 2 [8]. M2n−1 を CHn の実超曲面、g : M2n−1 → G1,1(Cn+1
1 ) をその Gauss 写像とす

る。(1) M が非 Hopf のとき、g は immersion である。(2) M が Hopf のとき、像 g(M)

は G1,1(Cn+1
1 ) の半分次元の部分多様体であって、その誘導計量の符号は、M の ξ と直交する

方向の主曲率から定まる。(3) 特に M が Hopf で |µ| > 2 (resp. |µ| < 2) であって、g(M) の

G1,1(Cn+1
1 ) からの誘導計量が非退化のとき、g(M) は pseudo-Kähler (resp. para-Kähler)

である。

定理 2は、§1 の Anciaux [4] の (実双曲空間内の超曲面に関する) 定理の複素版とも考えられる。

4 複素 2-plane Grassmann 多様体の twistor 空間

四元数 Kähler 多様体 M̃ において、その四元数 Kähler 構造を与える概複素構造全体の空間を

Z とすると、M̃ 上の S2-bundle となる。Z を M̃ の twistor 空間という。特に、M̃ の Ricci

曲率が正のとき、Z は複素接触構造と Einstein-Kähler 計量を許容する。このとき、Twistor
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fibration Z → M̃ は Riemann submersion であって、各 fiber は全測地的である。複素 2-plane

Grassmann 多様体 G2(Cn+1) の twistor 空間 Z は Tsukada [20] がその構造を決定し、等質空間

としては U(n+ 1)/U(n− 1)×U(1)×U(1) と表示され、特に Kähler C-space である。一方で、

この Z は CPn 内の向きつけられた測地線全体の空間、あるいは CPn 内の全測地的複素射影直

線 CP1 ∼= S2 内の同心円全体の空間と見なすことができる [12]。この twistor 空間 Z を用いて、
G2(Cn+1) の半分次元の全複素部分多様体 Σn−1 から CPn の Hopf 超曲面を逆構成できる: Σ を

twistor fibration Z → G2(Cn+1) に関して horizontal lift することができて、その像 Σ̃ は Z の
Legendre 部分多様体である [3]。このとき、twistor 空間 Z 上の S1-bundle E で、各 fiber が

CPn の測地線となるものが取れて、Σ̃ 上の E の pull-back bundle M2n−1 から CPn への写像 Φ

が自然に構成できる。一般には Φ は特異点を持つが、immersion の場合 Φ(M) は CPn の Hopf

超曲面 で Aξ = 0 をみたし、一般の Hopf 超曲面は Φ(M) の平行超曲面として実現できる。ちな

みに、CPn の Hopf 超曲面 M の各点に対して、その点を通る ξ の積分曲線を対応させることに

より、M から G2(Cn+1) の twistor 空間 Z への写像ができて、その像は Z の Legendre 部分

多様体である [12]。

Para-四元数 Kähler 多様体 M̃ については、3つの型の twistor 空間が定義できる [1]: Z− =

{I|I2 = −1}, Z+ = {I|I2 = 1}, Z0 = {I|I2 = 0, I ̸= 0}. 特に、M̃ = G1,1(Cn+1
1 ) の場合、

Z−, Z+, Z0 はそれぞれ、CHn 内の 同心円, 測地線とその CH1 における等距離曲線、および

horocycle 全体の空間と同一視できる。そして、それぞれの twistor 空間内の 2n − 2 次元で、

G1,1(Cn+1
1 ) への fibration について horizontal な部分多様体 Σ̃ に対して、上記と同様な方法

で CHn 内の Hopf 超曲面で、それぞれ |µ| > 2, |µ| < 2, |µ| = 2 をみたすものが構成できる (準

備中)。

さらに、CPn 内の測地線で foliate された ruled Lagrange 部分多様体 Mn も、G2(Cn+1) の

twistor 空間 Z 内の horizontal 部分多様体 Σn−1 でしかるべき条件を満たすものから構成でき

ることがわかる (準備中)。
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