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Abstract

本稿ではコンパクト型既約エルミート対称空間 M の大対蹠集合 S
について, S を頂点とする距離推移的なグラフの構造を定義し, またそ
のグラフの直径および最小固有値がそれぞれ M のランク, M の自己同
型群のランクと一致することを紹介する.

1 Introduction

対称空間 M について, 各点 x ∈ M における点対称を sx : M → M とし, M
の自己同型群を G と書くことにする (対称空間の定義や基礎知識については
[3] を参照されたい), M の部分集合 A が対蹠集合 (antipodal set) であると
は, 任意の x, y ∈ A について sx(y) = y を満たすこととする. M がコンパ
クト対称空間の場合には, 対蹠集合は必ず有限集合であり, さらにその濃度は
M のみに依存するある定数で抑えられることが知られている. すなわち

#2M := max{#A | A は M 内の対蹠集合 } < ∞

となる (証明は例えば [6, Section 2]). この #2M をコンパクト対称空間M の
2-number といい, #A = #2M となる M 内の対蹠集合を大対蹠集合 (great
antipodal set) という.
対蹠集合や 2-number の概念は Chen–長野 [2] によって定義され, これま

でに [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] などで多くの研究がなされてきた. 特に M として
対称 R-空間を考えた場合には, M の 2-number や大対蹠集合は以下のよう
な著しい性質をもつことが知られている:

∗okudatak@hiroshima-u.ac.jp

1



Fact 1.1. M を対称 R-空間とし, G を M の対称空間としての自己同型群
とする. このとき以下が成り立つ:

(i: 竹内 [5]) Hk(M ;Z/2Z)をM の Z/2Z係数 k-ホモロジー群とし, H∗(M ;Z/2Z) =⊕
k≥0 Hk(M ;Z/2Z) とすると,

#2M = dimZ/2ZH∗(M ;Z/2Z).

特に M がコンパクト型エルミート対称空間の場合は

#2M = χ(M).

ただし χ(M) は M のオイラー数とする (Chen–長野 [2, Section 4]).

(ii: Sánchez [4], 田中–田崎 [7]) M 内の大対蹠集合は G0-共役を除いて一
意である. ただし G0 は G の単位連結成分とする.

Remark 1.2. 一般にコンパクト対称空間 M に G-不変なリーマン計量を定
めた場合には G は M の等長変換群となる. 特に G の単位連結成分 G0 は
等長変換群の単位連結成分と一致する (コンパクト対称空間上のリーマン計
量については [3] を参照されたい ).

Fact 1.1 (i) は, 「全空間として対称 R 空間を考えたとき, 大対蹠集合の
濃度が全空間の位相的な不変量である Z/2Z 係数ホモロジー群の次元と一致
する」ということを主張している. 本稿では全空間として対称 R 空間の一種
であるコンパクト型既約エルミート対称空間 M を考え, M 内の大対蹠集合
を頂点集合とする単純グラフを定義し, そのグラフのある幾何学的不変量と
調和解析的不変量が全空間 M の微分幾何的な不変量と対応することを紹介
する.

2 Distance-transitive graphs

本節では主結果を述べるために必要なグラフ理論の概念として, グラフの直
径, 最小固有値, 距離推移性の定義を紹介する. 本稿の内容と深く関係するグ
ラフ理論の教科書として [1] を挙げておく.
以下, 有限単純グラフ Γ = (V,E) について考える. すなわち V は有限集

合であり, E は
(
V
2

)
の部分集合である. ただし

(
V
2

)
は有限集合 V の 2 点部

分集合全体のなす族とする.
有限単純グラフ Γ = (V,E) の頂点集合 V 上に, “Γ 上の二頂点を繋ぐ最

短経路の長さ” によって定義される距離 dΓ : V × V → Z≥0 を Γ 上のグラフ

2



距離と呼ぶ. 有限単純グラフ Γ = (V,E) の直径 diamΓ を距離空間 (V, dΓ)
の直径, すなわち

diamΓ := max{dΓ(a, b) | a, b ∈ V with a ̸= b}

と定める. また距離空間 (V, dΓ) の等長変換群を Aut(Γ) (グラフの自己同型
群)と書くことにする.
有限単純グラフ Γ = (V,E) について, V 上の複素数値関数全体のなす

ベクトル空間を CV とし, Γ のグラフラプラシアン ∆Γ ∈ EndC(CV ) を, 各
ϕ ∈ CV に対して

(∆Γϕ)(a) :=
∑

b∈V :{a,b}∈E

ϕ(a)− ϕ(b) for each a ∈ V

とすることにより定義する. グラフラプラシアン ∆Γ は半正定値な自己共役
作用素であり, 固有値はすべて非負実数となる. 特に辺集合 E が空集合でな
いとき ∆Γ は正の固有値を一つ以上持つ. ∆Γ の正の固有値の中で最小なもの
を Γ の最小固有値といい, その重複度を本稿では m1(Γ) と書くことにする.
また有限単純グラフ Γ = (V,E) が距離推移的であるとは, dΓ(a1, b1) =

dΓ(a2, b2)となる各 a1, b1, a2, b2 ∈ V について, g ∈ Aut(Γ)であって g ·a1 = a2
かつ g · b1 = b2 となるものが存在することとする.

3 Main results

以降 M をコンパクト型既約エルミート対称空間とし, M 内の大対蹠集合 S
を一つ選んで固定する. コンパクト型エルミート対称空間は対称 R-空間であ
ることから Fact 1.1 が適用でき, M 内の大対蹠集合は共役を除いて一意で
あることに注意しておく.

M 上の Aut(M)-不変なリーマン計量を一つ選んで固定し, その計量の定
める距離を dM : M ×M → R≥0 とする. M 内の大対蹠集合 S について, S
の dM についての最小距離 dS を

dmin(S) := min{dM(x, y) | x, y ∈ S with x ̸= y}

と定義し,
(
S
2

)
(S の二点部分集合全体のなす族) の部分集合 ES を

ES := {{x, y} ∈
(
S

2

)
| dM(x, y) = dmin(S)}
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と定義する. ここで M 上の Aut(M)-不変リーマン計量は定数倍を除いて一
意であることから, ES ⊂

(
S
2

)
は計量の選び方に依らないことが分かる (最小

距離 dmin(S) は計量に依存する). 大対蹠集合 S を頂点集合, ES を辺集合と
みなせば, 有限単純グラフ Γ(S) := (S,ES) が定義される.
本稿の主結果は以下のものである:

Theorem 3.1. M をコンパクト型既約エルミート対称空間とし, G を M の
対称空間としての自己同型群とする. また S を M 内の大対蹠集合とし, 有
限単純グラフ Γ(S) を上記のように定める. このとき以下が成り立つ:

(1) グラフ Γ(S) は距離推移的である.

(2) グラフ Γ の直径 diamΓ(S) は rankM と一致する.

(3) グラフ Γ(S) の最小固有値の重複度 m1(Γ(S)) は rankG と一致する.

さらに, 各コンパクト型既約エルミート対称空間 M について, その大対蹠集
合 S から得られるグラフ Γ(S) (Fact 1.1 より大対蹠集合を取り換えてもグ
ラフとして同型である ) は以下の表のようになる.

Label M = G/K Γ(S)
AIII SU(n)/(S(U(k)× U(n− k))) Johnson graph J(n, k)
BDI SO(n)/(SO(2)× SO(n− 2)) Complete multipartite graph Kℓ×2 (ℓ := ⌊n/2⌋)
CI Sp(n)/U(n) Hamming graph H(n, 2)
DIII SO(2n)/U(n) Halved graph 1

2
H(n, 2) of H(n, 2)

EIII E6/(SO(10)× SO(2)) Schläfli graph
EVII E7/(E6 × SO(2)) Gosset graph

各距離推移的グラフの定義については [1] を参照されたい. また各不変量
については以下の通りである.

M = G/K #S = χ(M) diamΓ(S) = rankM m1(Γ(S)) = rankG
SU(n)/(S(U(k)× U(n− k)))

(
n
k

)
k n− 1

SO(n)/(SO(2)× SO(n− 2)) 2⌊n/2⌋ 2 ⌊n/2⌋
Sp(n)/U(n) 2n n n
SO(2n)/U(n) 2n−1 ⌊n/2⌋ n
E6/(SO(10)× SO(2)) 27 2 6
E7/(E6 × SO(2)) 56 3 7
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