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1. 時空の空間的極大曲面

M2 をRiemann面とし，g を M2 上の有理形関数，ω をM2 上の正則１次微分形式として，そ
の２つがM2 の各点で正値条件

(1.1) (1 + |g|2)|ω| > 0

を満たしているとき，対 (g, ω) を Weierstrass データとよぶ．この状況で

(1.2) f0 := Re(F0), F0 :=

∫ z

z0

(1− g2, i(1 + g2), 2g)ω

で与えられる f0 がM2上で一価であれば，３次元 Euclid 空間 R3 への共形極小はめ込みを与え
ることは「Weierstrass 表現公式」として知られているが，少し順番を入れ替えて (1.1)を満たし

(1.3) f := Re(F ), F :=

∫ z

z0

(1 + g2, i(1− g2),−2g)ω

によって与えられる f がM2上で一価であれば，これは符号数 (+ +−) の時空 R3
1 の（空間的）

極大曲面を与える．この公式を用いた（特異点もこめた）極大曲面の研究は小林治 [13], [14] に始
まる．第一基本形式は

ds2 = (1− |g|2)2|ω|2
となるので |g| = 1 となる点が曲面の特異点となる．(f がはめ込み（immersion）でない点を特異
点という．) このようにして得られる極大曲面は以下の性質で特徴づけられる：

(1) M2 の開かつ稠密な部分集合W が存在し，制限写像 f |W は平均曲率零の空間的共形はめ
込み (space-like conformal immersion)を定める，

(2) f の特異点で df(p)は零にならない，つまり f は分岐点を持たない，
(3) g は，f のガウス写像と同一視される．（ただし gは，R3

1 内の２葉双曲面を理想境界で貼
り合わせてできる球面 S2 = C ∪ {∞} への写像と考える．）

このような f を極大面 (maxface)と我々は名付けた（[16]）．極大面に対して，第一基本形式を少
し改変した計量

ds2# := (1 + |g|2)2|ω|2
が M2 上の完備なリーマン計量となるとき，弱完備であるという．

2. 特異点の双対性と折り目特異点

極大曲面は，Euclid 空間の極小曲面と異なり，一般に多くの特異点をもつ．極大曲面に現れる
代表的な特異点である，「カスプ辺，ツバメの尾，カスプ状交叉帽子」について文献 [9] を参照せよ．
ここでは「折り目特異点」に注目する：２次元の領域 U から３次元への C∞-写像芽 f : U → R3

は，定義域と値域の座標変換で，写像 (u, v) �→ (u, v2, 0) に一致させることができるときに折り目
特異点であるという．極大曲面 f は，正則はめ込み F の実部であるが，虚部

f∗ := Im(F )

を共役極大曲面という．f が M2 上で一価であっても f∗ はそうとは限らない．定義域を C の単
連結領域にしておけば，共役曲面の一価性は保存される．このとき，２つの曲面の特異点の間には
以下の双対性がある．

(0) p ∈ M2 が f の特異点であることと f∗ の特異点であることは同値．
(i) p ∈ M2 が f のカスプ辺なら f∗ も p でカスプ辺となる ([9])．
(ii) p ∈ M2 が f のツバメの尾（カスプ状交叉帽子）なら f∗ は p でカスプ状交叉帽子（ツバ
メの尾）となる ([9])．

(iii) p ∈ M2 が f の円錐的特異点（折り目特異点）なら f∗ は p で折り目特異点（円錐的特異
点）となる ([4])．



上記の双対性に関連して高橋英伸氏 [15]（修士論文）による時間的平均曲率零曲面に対する類似が
得られている．最近，空間的平均曲率一定曲面についての同様の双対性が，本田氏 [11] により示
されている．また，緒方氏・寺本氏の共同研究で，その他の特異点についても同様の双対性が調べ
られている．

事実 2.1 ([10, 12, 4]). 極大曲面の折り目特異点からなる空間曲線は，速度ベクトルが光的となる
変曲点を持たない時空の正則曲線となり，この曲線を越えて，時間的曲面へ平均曲率零曲面として
の実解析的延長を有する．

実際，折り目特異点の像は，R3
1における光的な空間正則曲線となり，曲線上の２点の中点の軌

跡が，その時間的延長部分となる．

図 1. 極大 Schwarz D曲面と極大 Jorge-Meeks型曲面の解析的延長

不思議なことなのだが，折り目特異点に沿って，空間的極大曲面の具体例を時間的曲面へ解析的
に延長してみると，多くの場合とてもよい形状をしている．たとえば，楕円カテノイド（(g, ω) =
(z, dz2/z2)）の共役曲面である極大ヘリコイドは折り目特異点をもち，その解析的延長は極小曲面
としてのヘリコイドに一致する．(t, x, y) を R3

1 の標準座標系として，その他の例をあげると：
(a) 小林治氏 [13]による時空における平均曲率が零の entire graphの以下の２つの例（図 3）

(2.1) t0(x, y) := x tanh 2y, t1(x, y) := log(coshx/ cosh y).

(b) Schwarz D型の３重周期的な極大曲面は，折り目特異点のみをもち，その解析的延長は３
重周期的な固有埋め込みである（[8]，図１左）．

(c) Jorge-Meeks 型の極大曲面 Jn (n = 2, 3, 4, · · · ) は，Weierstrass データ

(g, ω) := (zn−1, idz/(zn − 1)2)

に対応する極大曲面であり，折り目特異点のみをもち，その解析的延長は固有埋め込みと
なる（[7]，図１右）．J2 は上記の小林氏の発見した曲面 t0 に一致する．

特に，小林氏の発見した２つの entire graph の例（図３の左と中央）は極小曲面の Bernstein の
定理の主張とは大きく異なり，時空では線形でない平均曲率零の entire graph の例が存在するこ
とになるので興味深い．ただし，時空において

t(x, y) = x+ μ(y) (μ′(y) > 0, x, y ∈ R)

は，時間的で平均曲率が零となる entire graph の例を与えるので，空間的部分を含む例として小
林氏の例は価値がある．ちなみに，空間的極大曲面だけからなる entire graph が平面に限ること
は Calabi [2] の古典的な結果である．

3. 極大曲面の第二表現公式と小林氏の第一論文で紹介された例

小林治氏は，極大曲面の特異点に着目して，合計２本の論文 [13, 14]を執筆した．その第一論
文 [13] では，(3.1) だけでなくもう一つの表現公式

(3.1) f̂ := Re(F ), F :=

∫ z

z0

(
1 + g2, 2ig,−(1− g2)

)
ω
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図 2. 楕円カテノイド (左上)，放物カテノイド（右上）そして (0, 0, 0, 0)型小林
曲面（左下）と双曲カテノイド（右下）

が与えられている．これは，最初の表現公式 (3.1)に

ĝ =
g − 1

g + 1
=

(cos 45◦)g − (sin 45◦)
(sin 45◦)g + (cos 45◦)

, ω̂ :=
ω(1 + g)2

2

で定まるWeierstrassデータ (ĝ, ω̂) を代入したものと同じである．Euclid 空間の極小曲面の場合に
は，このような (g, ω) の変換は同じ曲面しか生み出さないが，極大曲面の場合には，１つの (g, ω)
から

f とその共役 f∗, f̂ とその共役 f̂∗

の合計４つの極大曲面が得られる．小林氏は，極大 Enneper曲面（(g, ω) = (z, dz)）と楕円カテ
ノイド（(g, ω) = (z, dz2/z2)）とその第二曲面それぞれの共役を考えて，４組ずつ合計８個の極大
曲面を作った．Enneper 型の極大曲面の共役曲面は元の曲面と合同なので，実は，合計７個の曲
面が得られたのだが，極大ヘリコイド以外で折り目特異点をもつのは，以下の２つである，

• 放物カテノイド (図２右上)は極大 Enneper 曲面の第二曲面である．その共役曲面は線織
面（図２左下）は後で述べる (0, 0, 0, 0)型の小林曲面になっている．

• 楕円カテノイド（図２左上）の第二曲面の共役曲面は先に紹介した平均曲率が零の entire
graph t0(= J2) （図３中央）であり，後で述べる (0, 0, π, π)型の小林曲面になっている．

小林氏はさらに，先に紹介した Scherk 型の entire graph t1 (図３左)も例に加えているが，これは
後で述べる (0, π/2, π, 3π/2)型の小林曲面になっている．したがって小林氏の第一論文の具体例の
うち，３つの例が次節で定義する小林曲面になっている．

4. 小林曲面の定義と性質

筆者等（藤森-川上-國分-ラスマン-山田-梅原）は最近，前節で紹介した小林氏の３つの例を含む
解析的延長をもつ極大曲面のクラスを発見したので，ここでその共同研究 [5]の内容を紹介する．

(4.1) 0 = α0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ α2n−1 < 2π
3



図 3. (0, π/2, π, 3π/2)と (0, 0, π, π)および (0, 0, 0, π) に対応する小林曲面

を (2n− 1) 個の実数の組とし，b1, ..., bn−1 を複素数の組で重複を許すものとする．さらに

(4.2) |b1|, ..., |bn−1| < 1

とし

(4.3) g =

n−1∏
k=1

z − bk

1− bkz
, ω =

i
∏n−1

k=1 (1− bkz)
2∏2n−1

j=0 (e−iαj/2z − eiαj/2)
dz

とおく．いま {α0, α1, · · · , α2n−1} の中で相異なるものの数をN とし，

{eiα0 , ..., eiα2n−1}
の中で相異なるものを {p1, ..., pN} で表すと，上記 (g, ω) は M2 := C \ {p1, ..., pN} において

f : M2 → R3
1

なる極大面を誘導し，単位円 |z| = 1と M2 の共通部分が，f の折り目特異点に対応し，それ以外
の場所には特異点は存在しない．我々は，このような f を小林曲面と名付けた（cf. [5]）．その理
由は n = 2 で b1 = 0 かつ

(α0, α1, α2, α3) := (0,
π

2
, π,

3π

2
)

の場合の解析的延長が先に紹介した t1 = log(coshx/ cosh y) を与え（図 3左），

(α0, α1, α2, α3) := (0, 0, π, π)

の場合の解析的延長が t0 = x tanh 2y を与えるからである（図 3右）．極大ヘリコイドはしかし，
小林曲面にならない．これは，C \ {0}で一価にならないためである．一方，上述の Jorge-Meeks
型の極大曲面 Jn は，自然数 n(≥ 3) について b1 = · · · = bn−1 = 0 とし

(4.4) α2j = α2j+1 :=
2πj

n
(j = 0, 1, ..., n− 1).

によって得られる小林曲面である，但し α2n = 0 とする．（この場合，解析的延長は entire graph
にはならないが埋め込みとなる [7]．）今回，小林曲面について，以下のような結果を示すことがで
きた．

定理 4.1 ([5]). n ≥ 2 とせよ．複素数 b1, ..., bn−1 が充分に小さく，かつ

(4.5) |αj − αj+1| < π

n− 1
(j = 0, ...., 2n− 1),

を満たせば，対応する小林曲面の解析的延長は，平均曲率が零の entire graph の像として表せる．

定理の証明は，この曲面の延長の射影が微分同相写像で固有写像（proper mapping）を定めて
いることを示すことにより達成されるが，それを示すには，いろいろな技巧が必要である．結果的
に n(≥ 3) については，entire graph を与える小林曲面は非自明な (つまり R3

1 の合同変換と拡大
縮小を除いて) 4n− 7 個の変形の自由度をもつ．定理の主張は，b1, ...., bn−1 が大きいときは成り
立たない.そのような例は n = 4のときに存在する.

4



特に n の値が最も小さい n = 2 のとき，曲面の自由度は α1, α2, α3の３変数に思えるが単位円
を固定するメビウス変換があるので実際の自由度は２である．小林氏の発見した３つの曲面はそ
の中でも特に対称性が高い例であるが，もう一つ（b1 = 0 で）

(α0, α1, α2, α3) := (0, 0, 0, π)

の場合も entire graph を定める（図３右）．この例は我々とは独立に赤嶺氏 [1]も発見し，詳しい
性質が調べられている．n = 2 のときには特別に以下の定理が成り立つ．

定理 4.2 ([5]). もしも n = 2 とすると，角度の条件によらず，対応する小林曲面の解析的延長は
すべて固有埋め込みとなる．（４つの角度は重複があってもよい．）

n ≥ 3 のとき，「いつ小林曲面が埋め込みになるか」は現段階で詳細は不明である．ある程度の
必要条件はわかっている．詳しくは [5]を参照されたい．

5. R3
1-カテノイドの分類

３次元 Euclid 空間の極小曲面として有名なカテノイドは以下の２つの性質をもつ：
(G) R3 の回転面である，
(A) C \ {0} で定義され，ガウス写像の写像度が１で Hopf 微分（第二基本形式を複素化して

(2, 0)-part をとった正則２次微分形式）が２位の極を 0,∞ でもつ．
最初の性質をカテノイドの幾何的性質とよび後者の性質をカテノイドの解析的性質とよぶ．
３次元時空 R3

1 において，固定点集合が直線であるような１係数等長変換で不変な極大曲面と
して，小林が発見した「楕円カテノイド」（図２左上），「放物カテノイド」（図２右上），「双曲カテ
ノイド」（図２右下）がある．これらは，極大曲面の「幾何学的な性質」からみたカテノイドの一
般化になっている．それでは，「解析的性質」からみたカテノイドの一般化はどうなるであろうか．
今回，筆者等の共同研究で以下の結果が得られた：

定理 5.1 ([6]). R3
1 の弱完備な極大曲面で，C \ {0}で定義され，ガウス写像の写像度が１で Hopf

微分（第二基本形式を複素化して (2, 0)-部分をとった正則２次微分形式）が２位の極を 0,∞でもつ
ものは，楕円カテノイド（図２左上）か，あるいは (0, 0, , π, π) 型の小林曲面（図３中央）に限る．

湯沢の発表時は，上の分類よりもっと多くの例がある，と勘違いをしていたのですが，講演後
に，上記の２つだけが「解析的カテノイド」であることが判明したので，訂正して最新の結果とし
て紹介しておきます．現在，筆者等は，３次元 de Sitter 時空の平均曲率１の「解析的性質」から
みたカテノイドの一般化の解析的延長問題に取り組んでいるが，極大曲面のカテノイドよりも遙
かに多くのバリエーションがありまだ完全な結論に到達していない．
なお，ここで使用した絵は，大部分，岡山大学の藤森氏が作成したものです．
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