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概要

先行研究により, 連結リー群による非コンパクト型対称空間への余等質性 1 作用について,

軌道の性質による分類が知られている. 本論文では, 作用するリー群の連結性の仮定を外した

余等質性 1作用の軌道の性質による分類と, それぞれの構成条件を与える.

1 Introduction

M を非コンパクト型既約リーマン対称空間, H をM の等長変換群 Isom(M)の閉部分群とする.

ここで, H の連結性は仮定しない. H のM への作用が余等質性 1であるとは, 正則軌道が余次元

1となることである. ここで, 正則軌道とは最大次元の軌道のことである. 正則でない軌道を特異軌

道と呼ぶ. 連結リー群による余等質性 1作用については次のことが知られている.

定理 1.1 ([1], [2]). 連結リー群による非コンパクト型既約リーマン対称空間への余等質性 1 作用

は, 次のいずれか一つを満たす (このような作用を type (K), (A), (N)作用と呼ぶことにする).

type (K) 唯一つの特異軌道を持つ. 軌道空間は [0,∞)と同相.

type (A) 全ての軌道は正則で, 唯一つの極小軌道を持つ. 軌道空間は Rと同相.

type (N) 全ての軌道は正則で, 互いに合同である. 軌道空間は Rと同相.

例えば, 実双曲平面 RH2 = SL2(R)/SO(2)について,

K = SO(2), A =

{(
a 0
0 a−1

)
| a > 0

}
, N =

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
とすると, 岩澤分解 SL2(R) = KAN が得られるが, K,A,N の RH2 への作用はそれぞれ type

(K), (A), (N)作用である. 図示すると次のようになる.

type (K)

[0,∞)

type (A)

R

type (N)

R
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2 Main result

本研究の主結果は, 定理 1.2の拡張である. H のM への作用が余等質性 1のとき, H の単位元

成分 H0 による作用は type (K), (A), (N)となることに注意し, 以下を得た.

定理 2.1. 非コンパクト型既約リーマン対称空間への余等質性 1作用のうち, 非連結な軌道を持つ

ものは, 次の 4つの性質のいずれか一つを満たす.

type (AR) H0 の作用は type (A)であり, 軌道空間は [0,∞)と同相. この場合, 唯一の極小かつ

連結な軌道を持ち, 他の軌道は極小でなく, 連結成分 2つ.

type (NP ) H0 の作用は type (N)であり, 軌道空間は S1 と同相. この場合, 全ての軌道は互いに

合同で, 連結成分は可算無限個.

type (NR) H0 の作用は type (N)であり, 軌道空間は [0,∞)と同相. この場合, 唯一の連結軌道

を持ち, 他の軌道は連結成分 2つ.

type (NPR) H0 の作用は type (N)であり, 軌道空間は [0, 1]と同相. この場合, 全ての軌道は連

結成分が可算無限個で, ちょうど 3つの弱鏡映軌道を持ち, 内 2つは合同である.

次に, それぞれの構成条件を見る. 上の定理より, 非連結軌道を持つ余等質性 1作用は, type (A),

(N)作用を拡張して構成される. そこで, 連結リー群による作用の拡張可能性を次で定義する.

定義 2.2. 連結リー群H ′のM への作用が type (AR) (resp. type (NP ), type (NR), type (NPR))

に拡張可能であるとは, ある閉部分群 H ⊂ Isom(M)が存在して, 次を満たすこと:

(i) H のM への作用は type (AR) (resp. type (NP ), type (NR), type (NPR))である,

(ii) H ′ と H0 の作用は軌道同値である.

非連結軌道を持つ余等質性 1作用の構成は, 軌道の弱鏡映性と密接にかかわる.

定義 2.3 ([3]). M のリーマン部分多様体 N が弱鏡映であるとは, 各点 p ∈ N と法ベクトル

ξ ∈ T⊥
p N に対し, σ ∈ Isom(M)が存在して, σ(p) = p, σ(N) = N, (dσ)p(ξ) = −ξ を満たすこと.

命題 2.4. 全ての type (A)作用は type (AR)作用に拡張可能. また, 全ての type (N)作用は type

(NP )作用に拡張可能.

具体的な構成法としては, type (AR)作用は, type (A)作用の極小軌道の弱鏡映性を用いること

によって構成できる. type (NP )作用は, type (N)作用の軌道を等間隔にばらまく, という方法で

構成できる. 残りの type (NR), type (NPR) 作用への拡張可能性については, 軌道の弱鏡映性に

よって特徴づけられる.

命題 2.5. H ′ のM への作用が type (N)であるとする. このとき, 次の 4つは同値.

(1) 弱鏡映となる H ′-軌道が存在する.



(2) 全てのH ′-軌道は弱鏡映である.

(3) H ′ 作用は type (NR)作用に拡張可能である.

(4) H ′ 作用は type (NPR)作用に拡張可能である.

したがって, 非連結軌道を持つ余等質性 1作用の分類は, 弱鏡映な等質超曲面の分類に帰着され

る. 個々の対称空間については, 現時点では RHn,CHn,HH2,OH2, SL3(R)/SO(3)への余等質性 1

作用について, 作用するリー群の連結性を仮定しない完全な分類が得られている.
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