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この研究は笹木集夢（東海大学）と馬場蔵人（東京理科大学）との共同研究である．

Harvey-Lawson([3])やMealy([11])の扱ったキャリブレーションの不等式はRiemann多様体や

擬Riemann多様体への超極作用と呼ばれる性質の良い群作用を利用すると見通し良く証明できる．

その証明の考え方を示すため，§ 1で雛型としてCauchy-Schwarzの不等式を回転群の作用を利用

して示す．§ 2ではキャリブレーションの不等式の一例として逆向き特殊 Lagrangian不等式を取

り上げ，ある群作用を利用して証明を与える．今後の課題を § 3で述べる．

1 Cauchy-Schwarzの不等式

3次元 Euclid空間 R3 の標準内積を 〈 , 〉 で表す．

定理 1.1. [Cauchy-Schwarzの不等式] x, y ∈ R3に対して，

〈x, y〉2 + ‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 (1.1)

が成り立つ．特に，|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖が成り立つ．等号成立条件は x× y = 0である．

証明. x = 0または y = 0のとき主張が成り立つことは明らかだから，主張を証明するためには

x 6= 0かつ y 6= 0と仮定してよい．実数 kに対して，

〈kx, y〉2 = k2〈x, y〉2, ‖kx× y‖2 = k2‖x× y‖2, ‖kx‖2 = k2‖x‖2

となるから，主張を証明するためには ‖x‖ = 1としてよい．同様にして ‖y‖ = 1 としてよい．任

意の g ∈ SO(3)に対して

〈gx, gy〉 = 〈x, y〉, ‖gx× gy‖ = ‖x× y‖, ‖gx‖ = ‖x‖

が成り立つ．R3の標準正規直交基底を {e1, e2, e3}と表す．SO(3)のR3の超球面S2への作用は推移

的だから主張を示すためには x = e1としてよい．SO(3)の e1におけるイソトロピー群 SO(3)e1 =

SO(2)は R2 = Re2 ⊕ Re3 の単位円周 S1に推移的に働くから，y = cos θe1 + sin θe2(0 ≤ θ ≤ π)

としてよい．このとき，〈x, y〉 = cos θ, x× y = sin θe3だから，(1.1)が成り立つ．

残りの主張は明らかである．

2 逆向き特殊Lagrangian不等式

2次元実ベクトル空間 R2の元 (x, y)を x + τyと表し，τ2 = 1により複素数体の構成と同様に

して積の構造を入れる．この積と通常の和に関してR2は可換環になる．この可換環R2を分離型

複素数といい，Lと表す（Lは体にはならない）：

L = R2 = {x+ τy | x, y ∈ R}, τ2 = 1
∗e-mail: ikawa@kit.ac.jp

1



Lの n個の直積を Ln と表す．実ベクトル空間として Ln は R2n と同型である．R2nの標準基底

を {e1, . . . , en, en+1, . . . , e2n}と表すと，τei = en+i (1 ≤ i ≤ n)となる．Lnに次のようにして非

退化対称スカラー積 〈 , 〉を入れる：

〈ei, ej〉 = −〈τei, τej〉 = δij , 〈ei, τej〉 = 0 (1 ≤ i, j ≤ n)

このとき，〈τu, τv〉 = −〈u, v〉が成り立つ：

Ln =
n∑

i=1

Rei︸ ︷︷ ︸
+

⊕
n∑

i=1

Rτei︸ ︷︷ ︸
−

= (R2n
n , 〈 , 〉, τ)

ω(u, v) := 〈u, τv〉とおくと，ωは Ln 上の交代形式となる．Ln = R2n
n の実 n次元部分空間 V で

〈 , 〉を V に制限したものが正定値内積を与えるようなものの全体のなす等質多様体をGn(Ln)と

表す：

Gn(Ln) := {V ⊂ Ln | dimR V = n, V :正定値 }

V ∈ Gn(Ln)が分離型 Lagrangianであるとは，ω(V, V ) = 0となるときをいう．この概念を不

変にする群について述べる．まず，Ln 上の L-線型同型写像全体のなす群を GL(n,L) で表し，
GL(n,L)の部分群 U(n,L) を

U(n,L) := {g ∈ GL(n,L) | 〈gu, gv〉 = 〈u, v〉}

と定義する．GL(n,L)の元は成分をLの元とする n次正方行列で表現される．Lは可換環だから，
GL(n,L)の元に対して通常のように行列式が定義される．U(n,L)の部分群 U+(n,L), SU(n,L)
を

U+(n,L) := {g ∈ U(n,L) | Re(detL(g)) > 0}, SU(n,L) := {g ∈ U(n,L) | detL(g) = 1}

と定義する．群の同型 U(n,L) ∼= GL(n,R), U+(n,L) ∼= GL+(n,R), SU(n,L) ∼= SL(n,R) が成
り立つ．ω は U(n,L)-不変だから，V ∈ Gn(Ln)が分離型Lagrangianならば，任意の g ∈ U(n,L)
に対して gV も分離型 Lagrangianである．V ∈ Gn(Ln)とその向きの組全体のつくる等質多様体

を G̃n(Ln) と表す．G̃n(Ln) の連結成分の個数は 2 である．e1 ∧ · · · ∧ en := (Rn, {e1, . . . , en}) を
含む連結成分を G̃+

n (Ln) と表す．(V,向き) ∈ G̃+
n (Ln)が分離型特殊 Lagrangianであるとは，V

が Lagrangianであり，g ∈ SU(n,L) が存在して (V,向き) = g(e1 ∧ · · · ∧ en) となるときをいう．

Ln 上 SU(n,L)-不変 n 次交代形式 ϕ を次で定義する：

ϕ(X1, · · · , Xn) := Re detL(X1, · · · , Xn)

ϕ は自然に写像 G̃+
n (Ln) → R を誘導する．この写像も ϕで表す．このとき，次が成り立つ．

定理 2.1. (逆向き特殊 Lagrangian不等式，Mealy, 1989 [11])

任意の V ∈ G̃+
n (Ln) に対して ϕ(V ) ≥ 1が成り立つ．

等号成立条件は V が分離型特殊 Lagrangianになることである．

以下，証明の方針を示す．nが偶数の場合と奇数の場合で記述が多少異なるので，ページ制限の

都合上 nが偶数 (n = 2m) の場合だけ主張を示すが，nが奇数の場合にも同様に証明できる．

実数 xi (1 ≤ i ≤ n)に対して，ui := e2i−1, vi := coshxie2i + sinhxiτe2i−1とおくと，

〈ui, ui〉 = 〈vi, vi〉 = 1, 〈ui, vi〉 = 0, 〈ui, τvi〉 = sinhxi

が成り立つ．i 6= j のとき 〈Lui+Lvi,Luj +Lvj〉 = 0．以上を踏まえて V (x1, · · · , xm) ∈ G̃+
n (Ln)

を V (x1, · · · , xm) = u1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ um ∧ vm と定義する．特に V (0) = (Rn, e1 ∧ · · · ∧ en)．

G̃+
n (Ln)には自然に U+(n,L)が作用する．この作用の軌道空間を U+(n,L)\G̃+

n (Ln) と表す．
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命題 2.2. (Mealy [11]) G̃+
n (Ln) 内の任意の U+(n,L)に対して，x1 ≥ · · ·xm−1 ≥ |xm| を満たす

(x1, · · · , xm) ∈ Rmがただ一つ存在して，その軌道は V (x1, · · · , xm) を通る．すなわち，軌道空

間 U+(n,L)\G̃+
n (Ln) は次の集合と同一視される：

U+(n,L)\G̃+
n (Ln) = {V (x1, · · · , xm)| x1 ≥ · · ·xm−1 ≥ |xm|}

上の命題の証明の概略を後で述べる．次の補題の証明は，省略するが初等的である．

補題 2.3. g ∈ U(n,L)に対して，

|Re detL(g)| ≥ 1

Re detL(g) = ±1 ⇔ detL(g) = ±1 (複号同順)

補題 2.3より

U+(n,L) = {g ∈ U(n,L) | Re detL(g) ≥ 1}, SU(n,L) = {g ∈ U+(n,L) | Re detL(g) = 1}

が成り立つ．

定理 2.1の証明. 命題 2.2より，任意の V ∈ G̃+
n (Ln) に対して g ∈ U+(n,L) と x = (x1, · · · , xm)

が存在して V = gV (x)．このとき，ϕ(V ) = coshx1 · · · coshxmRe(detL(g)) ≥ 1．等号成立条件は

ϕ(V ) = 1 ⇔ xi = 0, g ∈ SU(n,L) ⇔ V :分離型特殊 Lagrange部分空間

命題 2.2の証明の方針. G := SO0(n, n)とおくと，G は連結非 compact単純 Lie群で中心有限で

ある．H := GL+(n,R)は連結で，Gのある対合 σ の固定点集合になる．GのCartan対合 θの固

定点集合はK := SO(n)× SO(n)であり，θと σは可換になる．そこで後述の定理 2.4を適用し，

作用まで含めて同型 [U+(n,L) y G̃+
n (Ln)] ∼= [H y G/K] が成り立つことを利用すると主張が得

られる．

G を連結非 compact単純 Lie群で中心有限と仮定する．θ を G 上のCartan対合，σ を G 上の

対合で，θ と可換なものとする．Gの θ による固定点集合 K = F (θ,G)は Gの極大 compact部分

群になる ([4, Chap. VI, Thm 1.1])．Gの σによる固定部分群の単位元の連結成分をH = F (σ,G)0

と表す．非 compact型Riemann対称空間G/Kへの自然なHの等長作用による軌道全体のなす空

間をH\G/Kと表す．π : G → G/K で自然な射影を表す．三組 (G,H;K)から重複度付き対称三

対 (Σ̃,Σ,W ;m,n) が定まる（重複度付き対称三対の定義については [7]を参照，(G,H;K)から重

複度付き対称三対が定まることについては [1]を参照）．以上の設定の下でF.-JensenやRossmann

の定理を述べると次のようになる．

定理 2.4. (F.-Jensen 1978 [6], Rossmann 1979 [12]) Σ から定まる a の非有界閉集合 a+ が存在

して，軌道空間 H\G/K は次のようにして a+と 同一視される：

H\G/K ∼= a+; Hπ(expX) ↔ X

さて，compact型対称空間と非 compact型対称空間の間の双対を拡張した一般化された双対につ

いて (G,H;K) = (SO0(n, n), GL+(n,R);SO(n)×SO(n)) と (Gu,K1,K2) = (SO(2n), SO(n)×
SO(n), U(n)) が互いに双対になる（一般化された双対については [1] または [10] を参照）．こ

の (G,H;K)を逆向きの特殊 Lagrangian不等式の証明に用いた．また，この compact対称三対
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(Gu,K1,K2)に対して，定理 2.4の代わりに Hermannの定理 ([5])を適用すると (通常の向きの)

特殊 Lagrangian不等式が示される．

同様に compact対称三対 (Gu,K1,K2) = (SO(2n + 2m), SO(2n) × SO(2m), U(n + m))から

得られるHermann作用K2 y G/K1を用いるとWirtinger不等式が得られる．(Gu,K1,K2)の一

般化された双対は (G,H;K) = (SO0(2n, 2m), U(n,m);SO(2n)×SO(2m))である．(G,H;K)か

ら得られる Hermann型作用H y G/K に定理 2.4を適用すると逆向きWirtinger不等式が得ら

れる．

associative不等式はある compact対称空間への余等質性 1 の作用 (主軌道の余次元が 1の作用)

を用いて得られる．逆向き associative不等式はある非 comoact型対称空間への余等質性 1作用を

用いて得られる．

これらを表にしてまとめると次のようになる．

不等式 群作用

(逆向き)Wirtinger不等式 Hermann(型)

(逆向き)特殊 Lagrangian不等式 Hermann(型)

(逆向き)associative 余等質性 1

(逆向き)coassociative 余等質性 1

(逆向き)Cayley 余等質性 1

3 今後の課題

Hnで四元数 n次元四元数ベクトル空間を表す．Hnは 4n次元実ベクトル空間 R4n に四元数構

造 {I, J,K}と四元数構造で不変な内積 〈 , 〉 を組み込んだものと見ることができる．

Hn = (R4n, I, J,K, 〈 , 〉)

Sp(n)×Sp(1)のHnへの作用を効果的にしたものはSp(n) ·Sp(1) = Sp(n)×Sp(1)/{±(En, 1)}と
なる．G̃R

m(Hn)でHn内の向きのついたm次元実ベクトル空間全体のなすグラスマン多様体を表す．

Sp(n) ·Sp(1)のHnへの作用は自然にSp(n) ·Sp(1)の G̃R
m(Hn)への作用を誘導する．三つの複素構

造 I, J,Kに対するケーラー形式をそれぞれωI , ωJ , ωK と表す．このとき，4次交代形式ω2
I , ω

2
J , ω

2
K

はそれぞれ Sp(n)-不変であり，Sp(n) · Sp(1)-不変ではないが，それらの和 Ω = ω2
I + ω2

J + ω2
K は

Sp(n) · Sp(1)-不変 4 次交代形式となる．m が 4 の倍数のときには，G̃R
m(Hn)の元に四元数部分

空間があることに注意する．この四元数部分空間をキャリブレーションの不等式の等号成立条件

で特徴付ける次の定理が知られている．

定理 3.1. (Berger 1972 [2], Tasaki 1988 [13])

任意の V ∈ G̃R
4k(Hn) に対して |Ωk(V )| ≤ 1が成り立つ．等号成立条件は，V が四元数部分空間

となることである．

軌道空間 Sp(n) · Sp(1)\G̃R
4k(Hn) を求め，その系として上の定理を示すような証明は今のとこ

ろ知られていない．そこで，このような証明を与えることが今後の課題となる．これが出来ると軌

道空間 Sp(n) · Sp(1)\G̃R
4k(Hn) に対する新しい知識が得られることになる．1また，その双対 (逆

向きの不等式)の考察をすることも課題となる．

参考までに Sp(n) · Sp(1)-作用の軌道空間 Sp(n) · Sp(1)\G̃R
m(Hn) (mは 4の倍数とは限らな

い)について知られていることを記しておく．Sp(n)はHnの単位超球面に推移的に作用するので，

1このようなことが出来ると四元数双曲空間 HHn 内の等質超曲面（言い換えると余等質性 1作用の軌道）の分類に
応用できるのではないか，ということを広島大学 田丸博士教授にご教示頂いた．

4



Sp(n) ·Sp(1)の GR
1 (Hn) への作用も推移的である．Sp(n) ·Sp(1)の GR

2 (Hn) への作用は余等質性

1 の超極作用である (Kollross [9])．その標準形（切断）は V (θ) = 〈e1, e1i cos θ+ e2 sin θ〉R (0 ≤
θ ≤ π/2) で与えられる．上のような特別な場合を除いて Sp(n) · Sp(1)の G̃R

m(Hn)への作用は超

極作用ではない ([9])．
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