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1 動機

対称空間の特別なクラスである対称 R空間では，対蹠集合とホモロジーに関係があることが竹

内 [2]により示されている．その背景には以下がある．

リーマン対称対 (G,K)により Gの Lie環 gの標準分解がK の Lie環 kにより g = k+ pで与

えられ，pでの線形イソトロピー軌道が p上の Ad(K)-不変内積により対称空間になるときそのコ

ンパクト対称空間を対称 R空間という．この定義により，対称 R空間はベクトル空間へ自然に埋

め込まれているがこの埋め込みのことを標準埋め込みという．

一般にコンパクト多様体M がベクトル空間 V へ埋め込まれれば，V 上の内積によりM 上に

高さ関数が定まる．Morse関数の一般論からほとんどの高さ関数はMorse関数になる．これは対

称 R空間の標準埋め込みでも成り立っているがこの埋め込みはいくつかのよい性質を持っている

[3][7]．

命題 1.1. 対称 R 空間の標準埋め込みは Z2-perfect である．また，高さ関数でMorse関数にな

るものの臨界点集合は対称 R空間上の大対蹠集合になる．

Z2-perfectであるとは高さ関数で与えられるMorse関数の臨界点集合の元の個数が常に Z2-係

数ホモロジーの Betti数の総和と一致していることをいう．ここで，Chen-Nagano[1]により導入

された対称空間上の対蹠集合の定義を確認しておく．

定義 1.2. 対称空間M の部分集合 S が任意の x, y ∈ S について sx(y) = y を満たすとき対蹠集

合であるという．最大の元の個数を与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ．大対蹠集合の元の個数

をM の 2-numberといい #2M とかく．

こうして，対称 R空間に関して以下の定理が得られる [2]．

定理 1.3. 対称 R空間M に関して，#2M =
∑

i dimHi(M ;Z2)．

ここまで，対称 R空間に関して対蹠集合と Z2-係数ホモロジーの関係をみてきたが，対称 R空

間でなくても定理 1.3と同じことが成り立つような場合が存在する [5][6]．

例 1.4. SU(n)の Z2 係数コホモロジーはH∗(SU(n);Z2) ∼= ∧(e3, e5, · · · , e2n−1)(ei ∈ Hi)で与

えられるので，dimH∗(SU(n);Z2) = 2n−1 である．

1



また，SU(n)の大対蹠集合は



ϵ1 0

. . .

0 ϵn

 ;
ϵi = ±1

ϵ1 · · · ϵn = 1

で与えられるので#2SU(n) =

2n−1.

例 1.5. n を奇数とする．

シンプレクティック群 Sp(n)をその中心で割って得られる Lie群を PSp(n)とかく．PSp(n)

は対称 R空間でない．

H∗(PSp(n);Z2) ∼= Z2[v]/(v
4) ⊗ ∧(b7, · · · , · · · , b4n−1)(v ∈ H1, bi ∈ Hi) である [5]．よって

普遍係数定理より dim(H∗(PSp(n);Z2)) = 4× 2n−1 = 2n+1 となる

また π : Sp(n) → PSp(n) = Sp(n)/{±In} を自然な射影であるとすれば，PSp(n)の大対蹠部

分群として，
π(Q[8] ·∆n)

が得られている．ただし，

Q[8] = {±1,±i,±j,±k},∆n =


ϵ1

. . .

ϵn

 ; ϵ = ±1


である．よって，#2PSp(n) = 4 · 2n−1 = 2n+1 となる.

例 1.6. nを奇数とする．

SU(n)をその中心で割って得られる Lie群を PU(n)とかく．やはり PU(n)は対称 R空間で

ない．

このとき，H∗(PU(n);Z2) ∼= ∧(x2, · · · .xn)(xi ∈ H2i−1) である．よって普遍係数定理から

dimH∗(PU(n);Z2) = 2n−1 となる．

また，π : SU(n) → PU(n)を中心で割る射影とすれば，PU(n)の大対蹠部分群として

π(∆+
n )

が得られている．ただし，∆+
n := {A ∈ ∆n; detA = 1}である．したがって，#2PU(n) = 2n−1

となる．

例 1.7. 例外型コンパクト Lie群G2に関して，H∗(G2;Z2) ∼= ∧(e5)⊗Z2[x3]/(x
4
3)(e5 ∈ H5, x3 ∈

H3)である．したがって，dimH∗(G2;Z2) = 2 · 4 = 23．また，#2G2 = 23 である．

これらの例はすべて，極大対蹠集合がすべて大対蹠集合になっていることに注意しておく．

そこで対称 R 空間でない最も簡単なコンパクト対称空間である SU(n)に関して，大対蹠集合

とホモロジーの関係を調べるためにそのMorse関数を調べる．方針としては，SU(n)はすでにベ

クトル空間M(n;C)に行列として埋め込まれているので，その中での高さ関数からMorse関数を

調べていく．
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2 主結果

M(n;C) 上の内積を任意の X,Y ∈ M(n;C) に関して ⟨X,Y ⟩ = ReTr(X∗Y ) と定める．各

X ∈ M(n;C)に関して高さ関数 hX を hX(Y ) = ⟨X∗, Y ⟩ = ReTr(XY )と定める．

以下の記号を用意しておく．

SUeic(n) := {A ∈ U(n); detA = eic}

各高さ関数 hX の SUeic(n)における臨界点集合を Ceic(hX)とする．

行列のいくつかの標準形を用いることで考えるべき高さ関数は

X ∈

eit

x1

. . .

xn

 ; 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn, t ∈ R


で与えられる高さ関数でよいことがわかる．

命題 2.1. 行列 X を X = eitdiag(x1, · · · , xn)（0 ≤ x1 ≤ xn，c ∈ R）であるとする．
このとき，SUeic(n)上の高さ関数 hX の臨界点集合が離散集合になるのは，以下の 2種類．

1. X = eicdiag(0, x2, · · · , xn)，（xi ∈ R, 0 < x2 < · · · < xn）

2. Y = eicdiag(y1, · · · , yn)，（yi ∈ R, y1 < · · · < yn）

とくに，任意の cについて X の臨界点集合 Ceic(hX)は SUeic(n)の大対蹠集合になり，Y に

ついて SUeint(n), SUe−int(n)の臨界点集合 Ceint(hY ), Ce−int(hY )は大対蹠集合を含む．

したがって，この 2パターンが SUeic(n)におけるMorse関数の候補になる．

定理 2.2. 命題 2.1 における X のタイプの高さ関数はどの SUeic(n) においても Morse 関数に

なる．

定理 2.3. 命題 2.1における Y のタイプの高さ関数について以下は同値．

1.
∑n

i=2
y1

yi
< 1

2. hY が各 SUeic(n)のMorse関数になり Ceic(hY )の元の個数が 2n−1 になる．

3. hY が SU−e−int(n)でMorse関数になり，その臨界点集合が大対蹠集合になる．

とくに次の定理が神谷により与えられている [8]．

定理 2.4. c1, c2, · · · , cn ∈ Rは 0 < ci,2ci < ci+1 を満たし{c1 sin θ1 = c2 sin θ2 = · · · = cn sin θn
θ1 ± θ2 ± · · · ± θn = 0 (mod π)

=⇒ θ1 = θ2 = · · · = θn = 0 (mod π)

をみたすような正数であるとする．このような c1, c2, · · · , cn ∈ Rは存在する．
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これらの c1, c2, · · · , cn を用いて SU(n)上の関数 f を以下で定める．

f(

a11 + ib11 · · · a1n + ib1n
...

. . .
...

ai1 + ibn1 ain + ibnn

) = c1a11 + c2a22 + · · ·+ cnann

このとき，f は SU(n)のMorse関数になり，

{

ϵ1
. . .

ϵn

 ; ϵi = ±1, ϵ1ϵ2 · · · ϵn = 1}

がその臨界点集合になる．

この定理における c1, c2, · · · , cn ∈ Rは定理 2.3の 1を満たしていることがわかる．このことか

ら，定理 2.3は定理 2.4の拡張になっている．
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[10] E.Maćıas-Virgós and M.J.Pereria-Sáez, Height functions on compact symmetic spaces,

Monatsh.Math,177(2015),119-140.

[11] J.M.Burns and M.J.Clancy, Polar sets as nondegenerate critical submanifolds in sym-

metric spaces, Osaka.J.Math., 31(1994), 533-559.

[12] 松本幸夫, Morse理論の基礎, 岩波書店 (2005)

4


