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概 要

本講演では，向き付けられた閉曲面上におけるラプラシアンの第一
固有値の上限に関する最近の結果を紹介する．Jakobson, Levitin, Nadi-
rashvili, Nigam, Polterovichによって提唱された種数 2の場合の予想に
関する研究である．

1 問題設定

M を向き付けられた種数 γ の閉曲面とし，g = gijdx
idxj をM 上の Rie-

mann計量とする．このとき，M 上のラプラシアンが

∆g =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g| gij ∂

∂xj

)
((gij) = (gkl)

−1, |g| = det(gij))

によって定義される．定数 λがM 上のラプラシアンの固有値であるとは，M

上の恒等的に 0でない関数 uで∆gu+λu = 0を満たすものが存在するときを

いう．この uのことを固有値 λに対する固有関数という．ラプラシアンの固

有値を降べきの順で λ0, λ1, λ2, . . .と番号付けをすると，λ0 = 0であり，さ

らに，

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → ∞

というように，離散的に増加していずれは∞に発散することが知られてい
る．本講演では，最小の正の固有値 λ1のことをラプラシアンの第一固有値と

いう．

第一固有値に関しては λ1はどこまで大きくなるか？という問題がある．た

だし，計量 gを定数倍すれば λ1はいくらでも大きくできるし，いくらでも小

さくできる．したがって，計量の定数倍に依存しない Λ(g) = λ1(g) ·Area(g)

の最大値を問う問題がBergerによって提唱された問題である．ここで，λ1(g)

∗本内容は，科学研究費 (基盤研究 (C) 一般，「周期的極小曲面の安定性およびその極限の研
究」課題番号 16K05134) の援助を受けており，また，名古屋大学の納谷信氏との共同研究に基
づくものである [NS]．
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と Area(g)はそれぞれ計量 gによる第一固有値と面積である．これに関して

は以下の先行研究が知られている．

定理 1.

(1) (Hersch [Her]) γ = 0のとき，Λ(g) ≤ 8πが成り立つ．なお，等号成立は

球面上の標準計量のとき，かつ，そのときに限る．

(2) (Yang-Yau [YY]) 種数 γのとき，Λ(g) ≤ 8π ·
[
γ+3
2

]
が成り立つ．ここで，

[ · ]は整数部分を表す．
(3) (Nadirashvili [N]) γ = 1のとき，Λ(g) ≤ 8π2/

√
3が成り立つ．なお，等

号成立は一つの内角が π/3であるひし形による平坦計量のとき，かつ，その

ときに限る．

いずれの結果も，Λが計量に依存しない定数で上から抑えられている．しか

し，こうした現象は 3次元以上では成立しない場合が知られている ([U, T])．

定理 1の (2)は γ = 0のときは最良の評価であるが，γ = 1のときは最良

の評価ではない．このことから，(2)の不等式が最良か？最良でなければ最良

の最大値ないし上限は何か？という問題が考えられる．単純な問題であるが，

種数が高い場合は未解決問題である．

γ = 2のとき，定理 1の (2)から Λ ≤ 16πが成り立つ．この評価に対して

は，Jakobson，Levitin，Nadirashvili，Nigam，Polterovichによる以下の示

唆 [JLNNP]がある．

予想.

Bolza曲面上には Λ(g) = 16πを満たす分岐計量 gが存在する．

この予想は極小曲面の Morse 指数の理論と深く関連しており，Nayatani

[Nay]の技法を用いて解決される．

なお，上の予想における分岐計量は通常の計量で近似ができることから，通

常の計量に対しても Λ ≤ 16πが成り立つ．ただし，等号を成立させる通常の

計量の構成は未だ解決されていない．

2 極小曲面のMorse指数との関連

Bolza曲面とは，

B = {(z, w) ∈ C2 | w2 = z(z4 + 1)} ∪ {(∞,∞)}

で定義される種数 2の超楕円型Riemann面のことである．gB : B ∋ (z, w) 7→
z ∈ Cにより分岐二重被覆が得られ，球面上の標準計量 ds2S2 を引き戻して

得られる分岐計量 ds2B = gB
∗ds2S2 が予想で扱われているものである．gB は

球面の分岐二重被覆であることから Area(ds2B) = 8π となり，これにより

Λ(g) = 16πなる予想の主張は λ1(ds
2
B) = 2を意味することが導かれる．
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これを示すために [JLNNP]で考察されている以下のBの変形を扱う．0 <

θ < π/2なる θに対して

Bθ = {(z, w) ∈ C2 | w2 = z(z4 + 2 cos 2θ · z2 + 1)} ∪ {(∞, ∞)}

で定義される種数 2の超楕円型 Riemann面を Bθ とする．なお，Bπ/4 = B

である．B と同様に gθ : Bθ ∋ (z, w) 7→ z ∈ Cなる分岐二重被覆を考え，球
面の標準計量をこれにより引き戻したものを ds2θ とする．

主結果.

θ1 ≈ 0.65なる θ1が存在して，θ1 ≤ θ ≤ π/2−θ1 なる θに対してλ1(ds
2
Bθ

) =

2，即ち，Λ(ds2θ) = 16πが成り立つ．

以下では，この問題と極小曲面のMorse指数の関連を述べる．

M → R3 を向き付けられた完備な極小曲面とする．Ω ⊂ M を相対コンパ

クトな領域とし，ind(Ω)を∫
Ω

(|du|2 + 2Ku2) da < 0, ∀u ∈ V \ {0}

なる線形空間 V ⊂ C∞
0 (Ω)の最大次元とする．ここで，Kと daはMのGauss

曲率と面積要素である．さらに，

ind(M) = sup
Ω

ind(Ω)

と定義する．ここで，上限は相対コンパクトな領域 Ω ⊂ M 全体でとるもの

とする．ind(M)は有限とは限らないが，以下の Fischer-Colbrie [F]による

結果が知られている．

ind(M) < ∞ ⇔
∫
M

(−K) da < ∞

Osserman [O]の結果から，全曲率有限で完備な極小曲面M は，コンパクト

Riemann面M から有限個の点を除いたものに共形同値であり，その Gauss

写像 g : M → Cは有理型関数 g : M → Cに拡張される．
一般に，コンパクト Riemann面M 上の有理型関数 g : M → C による球
面上の標準計量の引き戻しを ds2g とする．∆g を ds2g によるラプラシアンと

すると，ind(g)は重複度も込めた 2未満の ∆g の固有値の個数に一致する．

Fischer-Colbrieの結果により，極小曲面のMorse指数は拡張されたGauss写

像 g に関する ind(g)に一致する．∆g には 0固有値 (2未満の固有値)がある

ことから，ind(g) ≥ 1が成り立つ．したがって，∆gB の第一固有値が 2であ

るという主張は，ind(gB) = 1であることを意味する．

主結果はBθにおいて ind(gθ)を計算することにより示される．本講演では

その詳細を紹介する．
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