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概 要

本稿は，講演者によって新たに構築されはじめた 3次元ミンコフスキー空間内の離散時間的極

小曲面の理論 [6]の概説である．離散時間的極小曲面の理論は，一見すると従来の 3次元ユーク

リッド空間内の離散極小曲面の理論と似ているが，異なる点が多数現れる．これらを対比しなが

ら，講演者によって得られた結果の概要を説明する．

1 概要

可積分系理論のアプローチを用いた離散曲面の理論は，Bobenko-Pinkall [1]による先駆的な研

究を契機として活発に研究がなされはじめた．特に，可積分系変換の可換律に着目し，3次元ユー

クリッド空間内の離散双等温曲面の理論が提唱され，その中に含まれる様々なクラスの離散曲面

の研究がなされ始めている．近年，より一般の離散曲面に対する可積分系変換が確立され，さら

に広いクラスの研究がなされ始めている．詳細は，講演者等による最近のプレプリント [2]を参照

されたい．

3次元ミンコフスキー空間R2,1内の時間的かつ平均曲率一定 0となる曲面のことを時間的極小

曲面という．時間的極小曲面はWeierstrass型の表現公式 ([4], [3])によって構成でき，さらに，3

次元ユークリッド空間 R3内の極小曲面および R2,1内の極大曲面の各座標関数が調和関数となる

ことに対して，R2,1内の時間的極小曲面の各座標関数は，1次元波動方程式の解になることが知

られている．この影響を受け，時間的極小曲面の研究では，従来の平均曲面零曲面の研究では現

れない性質が現れる．実際，[4]で得られた表現公式と [3]で得られたものは，適切なパラメータ

変換によって一方から他方へと書き換えることができることが [5]で示されている．

離散微分幾何学の研究においても近年，“パラメータ変換”の概念が新たに導入され，より広

いクラスの離散曲面を取り扱えるようになった．これを踏まえ，申請者 [7]によって既に得られて

いた離散時間的双等温曲面に対するWeierstrass型の表現公式にパラメータ変換を施し，[4]の表

現公式の離散アナロジーを導出した．これにより，離散時間的双等温とは限らない，より一般の

離散時間的極小曲面を考えることができるとともに，．応用として，離散時間的極小曲面の各座標

関数は離散波動方程式の解となることを示した．

なお本研究は，講演者の離散波動方程式の研究と離散時間的曲面の研究とを結びつけるプロ

ジェクトの第一段階である．
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2 準備

R2,1 := (R3, ⟨·, ·⟩)を 3次元ミンコフスキー空間（ローレンツ空間とも呼ばれる）とする．ここ

で，(x1, x2, x0)
t, (y1, y2, y3)

t ∈ R2,1に対して，

⟨(x1, x2, x0), (y1, y2, y0)⟩ := x1y1 + x2y2 − x0y0

と定める．また，C′ := {a+ j′b |a, b ∈ R, (j′)2 = +1}をパラ複素数全体の集合とする．このとき，
次の関数を定義する．これは，複素関数論における，正則関数のパラ複素版である．

定義 2.1. g : D(⊂ C′) → C′がパラ正則関数であるとは，∂z̄g = 0が成り立つことである．ここ

で，∂z̄ :=
1

2

(
∂

∂u
− j′

∂

∂v

)
(z = u+ j′v ∈ D)と定める．

つまり，パラ正則関数は，パラ正則版のコーシー・リーマンの方程式を満たすような関数のこ

とを意味する．さらに，パラ正則関数は次の性質を満たすことが，簡単な計算から示すことがで

きる．

命題 2.1. gをパラ正則関数とする．このとき，

lim
ϵ→0

cr(gp, gq, gr, gs) = 1

が成り立つ．ここで，R ∋ ϵ > 0,

gp = g(u+ j′v) = g(u, v), gq = g(u+ ϵ, v), gr = g(u+ ϵ, v + ϵ), gs = g(u, v + ϵ),

cr(gp, gq, gr, gs) :=
(gp − gq)(gr − gs)

(gr − gq)(gs − gp)

とする．このとき，crを 4点の複比という．

3 離散パラ正則関数

命題 2.1から，離散パラ正則関数を次のように定義する．

定義 3.1. g : Z2 → C′が離散パラ正則関数であるとは，cr(g, g1, g12, g2) ≡ 1が成り立つことを

いう．ここで，任意の (m,n) ∈ Z2に対し，

g = g(m,n) = gm,n, g1 = gm+1,n, g12 = gm+1,n+1, g2 = gm,n+1

と略記する．

Remark. 2点注意．

• g, g1, g12, g2が同一直線上にないと仮定する．このとき，cr(g, g1, g12, g2) ≡ 1であることの

必要十分条件は，g, g1, g12, g2が，C′内の１次元光錐上にあることである．

• 通常の離散複素正則関数の場合とは異なり ([1]参照)，１次元光錐にある 3点を任意に選び，

複比を 1と与えたとしても，4つ目の点は一意に定まらない．



先程の 2つ目の注意から，離散パラ正則関数 gが与えられたとき，g, g1, g12, g2の位置は一意

には定まらないが，g, g1, g12, g2 を通る 1次元光錐は一意に定まる．したがって，離散パラ正則

関数を考える際は，g の像そのものに注目するより，むしろ，g, g1, g12, g2 を頂点に持つ四角形

(g, g1, g12, g2)を通る 1次元光錐に着目するのが自然である．この点に着目することにより，次の

性質が示される．

命題 3.1. gを離散パラ正則関数とする．このとき，gは次のように表される．

gm−n,m+n = (1 + j′)pm + (1− j′)qn + g0 または (1)

gm−n,m+n = (1 + j′)qn + (1− j′)pm + g0.

ここで，pm, qnはそれぞれ，m,nのみに依存するスカラー関数，g0 ∈ C′は定数である．

この性質は，極めて自然である．実際，連続的な場合においても同様の事実が成り立つことが

知られており，これをもとに，Konderakによって得られたWeierstrass型の表現公式を，Magid

によって得られたWeierstrass型の表現公式に書き換えている ([5]参照)．

以後，離散パラ正則関数のうち，特に方程式 (1)をみたすものだけに注目する．すると，離散

正則関数の場合には現れない，以下の性質が成り立つ．これは，従来の研究とは決定的に異なる

点である．

定理 1. ga, gbを，方程式 (1)を満たす離散パラ正則関数とする．このとき，cga, ga + gb, ga · gb
もまた方程式 (1)を満たす離散パラ正則関数となる．ここで，c ∈ C′ \ {z ∈ C′| zz̄ = 0}は定数と
する．

4 主結果

[7]において既に，以下の結果を発表していた．

定理 2. 任意の時間的双等温極小曲面 f : Z2 → R2,1は，離散パラ正則関数 g : Z2 → C′を用いて

表される差分方程式

f∗ − fm,n = Re

 1

2(g∗ − gm,n)


gm,n + g∗

1− gm,ng∗

−j′(1 + gm,ng∗)


 ((m,n) ∈ Z2)

(2)

を解くことによって局所的に構成することができる．ここで，∗ = (m+ 1, n), (m,n+ 1)である．

また図 1のようにパラメータを取り替えることによって方程式 (2)を次のように書き換えるこ

とが出来る．



図 1: 離散曲面のパラメータ変換

定理 3. x+ yが偶数となる任意の (x, y) ∈ Z2に対し，
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 =: q(y),

が成り立つ．ここで，px,y := Re(gx−y,x+y) + Im(gx−y,x+y), qx,y := Re(gx−y,x+y)− Im(gx−y,x+y)

とする．さらに，p(x) (resp. q(y)) は x (resp. y)のみに依存する関数であり，y (resp. x)には依

存しない．

この結果により，離散時間的双等温極小曲面 f は，

fx,y =

x−1∑
X=x0

p(X) +

y−1∑
Y=y0

q(Y )

と表されることが分かる．さらに，その共役曲面および 1パラメータ族

f t
x,y = et

x−1∑
X=x0

p(X)± e−t
y−1∑
Y=y0

q(Y )

もまた離散時間的極小曲面となり，さらに，離散時間的極小曲面の各座標成分が離散波動方程式

の解となっていることが分かる．
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