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1. 導入

これは “太さのある弾性曲線の運動” (部分多様体論・湯沢 2002/11/20) の続きである．

R. Caflish & J. Maddocks (1984 [1]) は平面弾性曲線の運動方程式を考察し，解の無限時間存

在を示した．前回はそれの高次元 Euclid 空間への一般化を報告した．

定理 1.1 (KS [6]). Euclid 空間 Rnにおいて，閉弾性曲線の波動型運動方程式は任意の初期

値に対して無限時間の解を持つ．

目的はこの結果を Riemann 多様体に拡張することである．

定理 1.2 ([8]). 完備 Riemann 多様体 (M, g)において，閉弾性曲線の波動型運動方程式は測

地線でない任意の初期値に対して長時間の解を持つ．

弾性エネルギーのみを汎関数とする変分問題の解を Euler の弾性曲線と呼ぶ．それは閉弾性

曲線の波動型運動方程式の静的な解になっている．本説の主題ではないが，Euler の弾性曲線に

簡単に触れておく．この研究は Euler が平面曲線の場合に開始した．空間弾性曲線は幾何学で

は Langer & Singer に始まる．Euclid 空間 En の閉弾性曲線は E3 の曲線に帰着し，平面曲線

は円と ∞ の字型の 2 種のみであり，空間曲線は Q ∩ [0, 1/2] と 1 : 1 対応する (1987 [9]).

運動方程式に戻る．まず，Rn で考える．本説では ∗x, ∗t はすべて偏微分の記号として用い
る．γ = γ(x, t) を長さ 1 の閉曲線の運動とする．ただし，曲線は伸び縮みしない: 即ち |γx| ≡ 1

とする．γ の形状エネルギー U(γ) を弾性エネルギー ∥γxx∥2 で定め，運動エネルギー F (γ) を

∥γt∥2 + ∥γxt∥2 で定める．この ∥γxt∥2 は弾性曲線の太さに起因する項である．

Hamilton の原理により，運動方程式は汎関数
∫ T

0

F (γ) − U(γ) dt の Euler-Lagrange 方程

式である．その運動方程式を弾性曲線の波動型運動方程式と呼ぶことにする．

弾性曲線の運動方程式については今までいくつか報告してきたので，それらとの関係を述べ

ておく．いずれの場合も方程式は |γx| = 1 を強制する Lagrange の未定関数 u = u(x, t) を必

要とする．

Rn での方程式の種類
(Pr) −γxxxx − γt = (uγx)x 放物型 最小降下法

(Pl) −γxxxx − γtt = (uγx)x + λγt plate型 F = ∥γt∥2, 抵抗 λ

(W) γxttx − γxxxx − γtt = (uγx)x 波動型 F = ∥γt∥2 + ∥γxt∥2
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これらの方程式はばらばらではなく，(W) を最も一般型として次のような関係にある．

方程式の関係
(W) =⇒ (Pl) =⇒ (Pr)

太さ→ 0 (未解決) λ → ∞ (解決)

矢印 =⇒ は方程式の型変化あらわし，特異摂動と呼ばれる．λ → ∞ のとき (Pl) の解が (Pr)

の解に収束することが分かっている．太さ→ 0 のときも同様な現象が期待されるが，まだ証明

されていない．

それぞれの方程式について，ユークリッド空間 Rn の場合と Riemann 多様体 (M, g) の場合

の論文は次の通りである．

結果
Rn (M, g)

(Pr) 無限時間解 (1996 [3]) 長時間解 (2000 [4])

(Pl) 線型版 (CH 1966 [2]), 短時間解 (2000 [5]) 短時間解 (2015 [7])

(W) n = 2 無限時間解 (CM 1984 [1]),

∀n 無限時間解 (KS 2010 [6]) 長時間解 (今回 [8])

2. Rn での解法

まず，前回の報告である Rn での解法を振り返り，(M, g) への一般化に要する変更点を説明

することにする．

2.1. 方程式の導出. 閉曲線 γ : [0, 1] → Rn, γ(1) = γ(0), γ′(1) = γ′(0). γ の汎関数を ξ := γx

の汎関数に書き直し，その E-L 方程式を求める．

ϕ+ (

∫ 1

0

κ2(x, y)ϕ(y) dy)
⊥ − v⊥

= (

∫ 1

0

κ2(x, y)(|ξt(y)|2 − |ξx(y)|2)ξ(y) dy)⊥,∫ 1

0

ϕ dx =

∫ 1

0

(|ξt|2 − |ξx|2)ξ dx,

(2.1)

(ξtt − ξxx)
⊥ = ϕ, ξ(1) = ξ(0), ξx(1) = ξx(0).(2.2)

ここで，∗⊥ は ξ(x, t) への直交成分で，κ2(x, y) := 1−max{x, y}− (1− x)(1− y) は核関数で

ある．ϕ(x, t) は ξ に沿った Sn−1 の未知接ベクトル場，v(t) は Rn 値未知関数で，“Lagrange

の未定関数” である．

2.2. 方程式の解法. 線形積分方程式 (2.1) は積分作用素

(2.3) L :

[
ϕ

v

]
7→

ϕ+ (

∫ 1

0

κ2(x, y)ϕ(y) dy)
⊥ − v⊥

−
∫ 1

0

ϕ dx


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が自己随伴で固有値が 0 から離れていることを示すことに帰着される．この部分が (M, g) では

“測地線ではないこと” に対応する．

半線形波動方程式 (2.2) を解くことは標準的で，あとは反復法 (縮小写像の原理) に持ち込む．

3. (M, g) での解法

3.1. Rn の方法の変更点.

Rn での解法をそのまま (M, g) に持ち込むことはできない．

(1) ξ のみの方程式に書き直すことは不可能．それは波動方程式 (2.2) の解法に影響する．

(2) 積分方程式 (2.1) は Rn の線型性を用いている．

これらの困難を克服するために，以下の手法をとる．

(1) は一見難しそうだが，実は反復法では波動方程式 (2.2) の右辺に γ が露わに出てきても

それほど問題ではない．

(2) は γ の E-L 方程式を積分したから出てきた．そこで，積分せずに微分方程式のまま取

り扱うことにする．

3.2. (M, g) での解法の骨格.

(1) E-L 方程式を波動方程式と常微分方程式に分解．

(2) 縮小写像のための適切な関数空間を設定．

(3) 個々の方程式をその関数空間で解く．(測地線でないという条件)

(4) 縮小写像の原理を適用して弱解を構成．

(5) 解の正則性．⇒ E-L 方程式の解．

(6) 短時間解を繋いで長時間解を構成．⇐ 全エネルギー保存則．

以上のうち，下線部分が (M, g)で特に変更を要するところなので，以下その部分を説明する．

3.3. 方程式の分解. まず E-L 方程式を求め，それを波動方程式と常微分方程式に分解する．

命題 3.1 (E-L 方程式). 定理の E-L 方程式は次で与えられる．

(3.1)
−∇t γt +∇x∇2

t γx −∇3
x γx +Ψ = ∇x (uγx) (∃u(x, t)),

Ψ := R(γx,∇x γx)γx −R(γx,∇t γx)γt. ■

命題 3.2 (方程式の分解). E-L 方程式の解 γ に対して ξ := γx, η := γt, θ := ∇2
t ξ −∇2

x ξ −
(u+ 1)ξ とおけば，次の連立方程式が満たされる．

(CS0)


(Eθ) −∇2

x θ + θ⊥ = ∇xΨ+ Φ,

(Wξ) (∇2
t ξ −∇2

x ξ)
⊥ = θ⊥, |ξ|2 = 1,

(Iη) ∇t η = ∇x θ +Ψ+∇x ξ,

(Iγ) γt = η.

ここで，Ψ = R(ξ,∇x ξ)ξ −R(ξ,∇t ξ)η, Φ = (|∇t ξ|2 − |∇x ξ|2)ξ −R(ξ, η)η,

∗⊥ := ∗ − g(∗, ξ)ξ.
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逆に，この連立方程式の滑らかな解が t = 0 において整合条件 (ξ = γx, ∇t ξ = ∇t γx) を満た

せば，γ は E-L 方程式の解である．■

3.4. 関数空間の設定. ついで縮小写像のための適切な関数空間を設定する．

線型波動方程式 ξtt − ξxx = f , ξ(x, 0) = a(x), ξt(x, 0) = b(x) の解は次の公式で与えられる．

(3.2)

ξ(x, t) =
1

2
{a(x+ t) + a(x− t)}+ 1

2

∫ x+t

x−t

b(y) dy

+
1

2

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

f(y, τ) dydτ.

半線型波動方程式 (Wξ) の場合には上の f に ξ, ξx, ξt の非線形関数を代入することになる．そ

のとき，左辺の ξ, ξx, ξt は右辺の ξ, ξx, ξt の積分で表示される．従って，(Wξ) の自然な関数

空間は ξ ∈ C1(x, t) である．そのとき

(3.3) (Iη) ∇t η = ∇x θ +Ψ+∇x ξ, (Iγ) γt = η

から γ ∈ C0(x). ところが ∇x p = px + Γ(γx, p) は γx を含む．そこで，

(3.4) Dxp := px + Γ(ξ, p), Dtp := pt + Γ(η, p)

を微分作用素 ∇x , ∇t の代用にして方程式系 (CS)を定めて解く．その解は滑らかであれば ξ = γx

を満たし，従って (CS0) の解になる．

以上から，関数空間は ξ ∈ C1(x, t), θ ∈ C1
x ∩ C0

t , γ, η ∈ C0
x ∩ C1

t が適当である．

3.5. 常微分方程式 (Eθ). 上の関数空間の中で個々の方程式をで解く．ここでは測地線でないと

いう条件を反映する (Eθ) についてのみ説明する．

方程式 (Eθ): −D2
xθ + θ⊥ = DxΨ+ Φ は，γ(x) が測地線なら解けない．γ(x) が測地線から

離れているという仮定が必要である．曲線の曲がり量 B(γ) を次で定義する．

(3.5)
B(γ, ξ)2 := inf

ϕ
(L∥Dxϕ∥2 + L−1∥ϕ− ξ∥2),

B(γ) := B(γ, γx) (L = γ の長さ)

証明には B(γ, ξ) を用いるが，以下では簡単のため B(γ) で説明する．この定義の下に次の

補題が成り立ち，(Eθ) を解くことができる．

補題 3.3. (1) B(γ) = 0 ⇐⇒ γ が測地線．

(2) B(γ) は γ の H1 位相に関して連続．初期値が B(γ0) > 0 を満たせばその H1 近傍でも

B(γ) ≥ ∃B0 > 0.

(3) B(γ) > 0 なら，u の方程式 −∇x (∇xu+ f) + u⊥ = h は一意な解を持ち，∥∇x γx∥2 のみに
依存する C を用いて次の評価が成り立つ．

(3.6) sup|u|, sup|∇xu| ≤ CB−4(∥f∥+ ∥h∥). ■

証明に用いる曲がり量 B(γ) の性質は上の補題が主であるが，それ自身興味のある対象であ

ると思われるので，いくつか補足しておく．

(1) 常に B(γ) ≤ 1.
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(2) 下限 B(γ) は −L2∇2
x ϕ+ ϕ = γx なる ϕ で実現される．

(3) B は γ の H1 位相に関して連続なので，γ を折れ線近似できる．

(4) 平面上の円 c で B(c)2 = 4π2/(1 + 4π2) ≈ 0.975 · · · .

平面正 n 角形 pnでB(pn)
2 =

2n sin2(π/n) sinh(1/n)

cosh(1/n)− cos(2π/n)
→ B(c)2.

B(p2)
2 =

4(
√
e− 1)√
e+ 1

≈ 0.980 · · · .
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