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Abstract. 3次元 Heisenberg 群 H3 の上には, スカラー倍と等長の違いを除
いて, 左不変 Lorentz 計量がちょうど 3つ存在することが知られている ([4]). 本
講演では, H3 ×Rn−3 (n ≧ 4) 上の左不変 Lorentz 計量を分類し, スカラー倍と
自己同型の違いを除いてちょうど 6つ存在するということを示す. さらに, ある
種の特別な計量の存在についても示す.

1. Introduction

Riemannと擬 Riemannの両方の場合において, Lie群上の左不変計量の分類が
盛んに研究されている. 特に Riemannの場合においては, n次元実 Lie群 G上に
スカラー倍と等長の違いを除いて左不変 Riemann計量がただ 1つ存在するための
必要十分条件が, G が Rn, n 次元実双曲空間の Lie 群 GRHn あるいは, H3×Rn−3

のどれかと Lie 群として同型であることということが示されている ([1, 3]). また
擬 Riemann の場合でも, これらの 3つの Lie 群上の左不変擬 Riemann 計量の分
類が部分的には得られている ([2, 4]). これらの先行研究の結果をまとめると次の
ようになる.

左不変 Riemann 計量 左不変擬 Riemann 計量

Rn 1 1
GRHn 1 3

H3 × Rn−3 1 3 (n = 3), ???(n ≧ 4)

しかし, H3 × Rn−3 (n ≧ 4) に対しては, そのような分類はまだ得られていない.
また一方 [5]の中では, 放物型部分群による対称空間への群作用の軌道の有限性に
ついて調べられている. 本研究で考察する群作用は, 簡約型擬 Riemann 対称空間
への放物型部分群による作用になっており, 本研究はこのような観点においても
関連するものになっている. 本講演では, H3 ×Rn−3 (n ≧ 4) 上の左不変 Lorentz
計量がスカラー倍と自己同型の違いを除いて 6つ存在することを示し, それらが
特別な計量であることも示す.

2. Main result

実 Lie 代数 gに対して,

R×Aut(g) := {cφ | c ∈ R×, φ ∈ Aut(g)}
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とおく. また,

M(p,q) := {g上の符号数 (p, q)の内積 }

とする. このとき, R×Aut(g)はM(p,q)に対して,

(cφ).⟨·, ·⟩ := ⟨(cφ)−1(·), (cφ)−1(·)⟩

により作用する.

定義 2.1. gをp+q次元実 Lie代数とする. ⟨, ⟩1, ⟨, ⟩2 ∈ M(p,q)がスカラー倍の違い

を除いて等長であるとは, 次が成り立つこと:

⟨·, ·⟩1 ∈ R×Aut(g).⟨·, ·⟩2.

以下では, n ≧ 4とし, h3を 3次元 Heisenberg Lie 代数とする. 本研究で考察す
る軌道空間は, g := h3 ⊕ Rn−3としたときに,

R×Aut(g) \M(n−1,1) :={R×Aut(g).⟨, ⟩ | ⟨, ⟩ ∈ M(n−1,1)}
=R×Aut(g) \GL(n,R)/O(n− 1, 1)

であるが, この Lie 代数に対してR×Aut(g)はGL(n,R)内の放物型部分群になる
ことがわかっている ([1]). この放物型部分群による対称空間への作用の軌道空間
を決定することで, 次の定理を示した.

定理 2.2. g := h3 ⊕ Rn−3上の符号数 (n − 1, 1)の任意の内積 ⟨, ⟩に対して, ある
k > 0, (λ, ξ) ∈ {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2,

√
3), (2, 2)}と, k⟨, ⟩に関する擬正規

直交基底 {x1, . . . , xn}が存在して,

[x1, x2] = −(λx1 − xn), [x2, xn−1] = ξ(λx1 − xn), [x2, xn] = λ(λx1 − xn)

が成り立つ.

Lie 代数 gに対して, Z(g)と [g, g]で, それぞれ gの中心と導来イデアルを表す
ことにする. 定理 2.2内の bracket relations から, 次のことを得る.

命題 2.3. g := h3 ⊕ Rn−3とする. g上の符号数 (n− 1, 1)の内積は以下の 6種類
に分類される :

(λ, ξ) Z(g)上の符号数 [g, g]上の符号数

(0, 0) (n− 3, 1, 0) (0, 1, 0)
(1, 0) (n− 3, 0, 1) (0, 0, 1)
(1, 1) (n− 3, 1, 0) (0, 0, 1)
(2, 0) (n− 2, 0, 0) (1, 0, 0)

(2,
√
3) (n− 3, 0, 1) (1, 0, 0)

(2, 2) (n− 3, 1, 0) (1, 0, 0)

(ただし, 符号数は (+,−, 0)の順で表記している.)

この命題から, 次のことがわかる.



定理 2.4. h3 ⊕ Rn−3上には, スカラー倍と等長の違いを除いて符号数 (n − 1, 1)
の内積がちょうど 6つ存在する.

この定理から, H3 × Rn−3上の左不変 Lorentz 計量がスカラー倍と自己同型の
違いを除いて, ちょうど 6つ存在することがわかる.
Der(g)を, g上の微分代数とする. 内積付き Lie 代数 (g, ⟨, ⟩)に対して, 以下の

ようなものが定義される.

定義 2.5.
(i) 代数的 Ricci solitonであるとは, ある c ∈ RとD ∈ Der(g)が存在して,

Ric = c · id +Dが成り立つこと.
(ii) Einsteinであるとは, ある c ∈ Rが存在して, Ric = c · idが成り立つこと.
(iii) flatであるとは, 曲率テンソルRがR ≡ 0を満たすこと.
ここで, Ricは (g, ⟨, ⟩)の Ricci 曲率である.

定理 2.4で得られた 6つの内積に対して, 次のことを得た.

命題 2.6. (h3 ⊕ Rn−3, ⟨, ⟩)が flat になるような内積は (λ, ξ) = (1, 0)に対応する
ものただ 1つであり, 他の 5つは全て, 代数的 Ricci soliton ではあるが Einstein
ではない.

このことから, H3 × Rn−3上の左不変 Lorentz 計量は, スカラー倍と自己同型
の違いを除いて, 1つだけ flat なものであり, 残りの 5つは全て Ricci soliton で
あるが Einstein ではないことがわかる.
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