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1. 導入
Harveyと Lawson [1]によって，キャリブレート部分多様体と呼ばれるRiemann多様体の部分
多様体に関する一つのクラスが導入された．キャリブレート部分多様体はホモロジー類内で体積最
小という顕著な性質を持つ．アンビエント空間がCalabi-Yau多様体 (M, I, ω,Ω)であるとき，M

の部分多様体であって，M 上のCalabi-Yau構造に適合する正則体積形式Ωの実部でキャリブレー
トされるものは，M の特殊 Lagrange部分多様体であると呼ばれる．従って特殊 Lagrange部分多
様体はホモロジー類内で体積最小である．他方，Strominger-Yau-Zaslow予想によれば，複素 3次
元 Calabi-Yau多様体とそのミラーは，同一の底空間を持つ特異点付き特殊 Lagrangeトーラス・
ファイブレーションによって結びついているとされる．これらのことから特殊 Lagrange部分多様
体の構成法や特異点の研究などに関心が持たれている．
Joyce [3]は，Cn内の与えられた特殊 Lagrange部分多様体 Lに対し，Lに直交する可換 Lie群
の作用とモーメント写像を用いて，Cn内の別の特殊 Lagrange部分多様体を構成する方法を示し
た．本研究ではこの結果を次の三点で一般化する．(g1)アンビエント空間を一般のCalabi-Yau多
様体とする，(g2)群に対する可換性を仮定しない，(g3)群作用の直交条件を緩める（広義の直交
作用）．また本研究の一般論を用い，非平坦 Calabi-Yau多様体 T∗Snにおいて非自明な具体例を
構成した．
本研究のもう一つの先行研究にKonno [4]が挙げられる．KonnoはCalabi-Yau多様体内の La-

grange部分多様体に直交する可換群の作用とモーメント写像を用いて，Lagrange平均曲率流の構
成法を示し，非平坦 Calabi-Yau多様体において具体例の構成に成功している．

2. 準備
(M2n, I, ω,Ω)を 2n次元 Calabi-Yau多様体とする．ここに I, ω,ΩはそれぞれM 上の Calabi-

Yau構造を成す複素構造，Kähler形式，正則体積形式である．LをM の向きづけられたLagrange

部分多様体とするとき，Lagrange角度と呼ばれる関数 θ : L → R/2πZが次式で定義される:

ι∗Ω = e
√
−1θvolι∗g.

ここに ι : L → M は埋め込み，gは (M, I, ω)のKähler計量である．Lが向きづけ可能でない場
合も上式によって局所的な Lagrange角度が定義される．

定義 1 Calabi-Yau多様体 (M, I, ω,Ω)の Lagrange部分多様体Lはその Lagrange角度が一定であ
るとき，M の特殊 Lagrange部分多様体であると言われる．
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Hをシンプレクティック多様体 (M,ω)に作用する Lie群とする．Hの双対 Lie環 h∗には余随伴作
用と呼ばれるH 作用が存在する．これをAd∗h : h∗ → h∗(h ∈ H)で表す．

定義 2 モーメント写像 µ : M → h∗とはH 同変かつ次式を満たすものである:

−i(ξ#)ω = d⟨µ(·), ξ⟩ (ξ ∈ h).

3. 主結果
(M2n, I, ω,Ω)を連結な Calabi-Yau多様体，H をM に作用する連結リー群で I と ωを保つも
のとする．各 h ∈ H に対し，hによる移動を Lh : M → M で表す．

補題 1 aH ∈ h∗が存在し，各 h ∈ H に対し次の関係式が成り立つ:

L∗
hΩ = e

√
−1⟨aH ,η1,··· ,ηl⟩Ω.

ここに η1, · · · , ηl は h = exp η1 · · · exp ηl を満たす hの元である．またこのとき aH = 0となるた
めの必要十分条件はH が Ωを保つことである．

さらにH がモーメント写像 µ : M → h∗を持つものとする．このとき次が成り立つ:

定理 1 LをM の Lagrange部分多様体で局所的な Lagrange角度が θ で与えられるものとする．
c ∈ h∗に対し Vcを Vc ⊂ L∩ µ−1(c)なるM の部分多様体とする．このとき次の条件が成立してい
ると仮定する:

(Imm-istp) 各点 p ∈ Vcにおける固定部分群Hpは一定のK に等しい,

(Istp-cnt) cは h∗の中心 Z(h∗) := {c ∈ h∗ | Ad∗hc = c (h ∈ H)}の元である,

(Lag-dim) dimL+ dim(H/K) = n,

(LagAng-H) (i) ξ#p ∈ T⊥
p L⊕ TpVc, (ii) ξ#p /∈ TpVc\{0} (p ∈ Vc, ξ ∈ h).

このとき写像 ϕ : (H/K)× Vc → M を ϕ(hK, p) = hpにより定義すれば，ϕは Lagrangeはめ込み
であり，その局所的な Lagrange角度 θc : (H/K)× Vc → R/2πZは次式で与えられる:

θc(hK, p) = ⟨aH , η1 + · · ·+ ηl⟩+ θ(p)− π

2
dim(H/K).

ここに η1, · · · , ηlは h = exp η1 · · · exp ηlを満たす hの元である．

系 1 定理の条件のもと，θが Vc上一定でありかつ aH = 0ならば，ϕは特殊 Lagrangeはめ込みで
ある．

4. 具体例の構成
本研究では上の結果に基づく特殊 Lagrange部分多様体の具体的な構成を球面 Sn = SO(n +

1)/SO(n)の余接束 T∗Snにおいて行った．真に広義の直交作用 (g3)による構成の例としてHopf

ファイブレーションの群作用H = U(1)による場合，非可換群の作用 (g2)による構成の例として
H = SO(2) × SO(2) × SO(3)による場合をそれぞれ示した．Hashimotoと Sakai[2]は SO(p) ×
SO(q) (p + q = n + 1)不変な T∗Sn内の全ての特殊 Lagrange部分多様体を構成し，それらが余
等質性 1であることを示した．本研究の SO(2)× SO(2)× S0(3)による例において特殊 Lagrange

部分多様体は 2 = dimZ(h∗)パラメーター族で得られ，この作用が構成された特殊 Lagrange部分
多様体に余等質性 2で作用していることが直接に確かめられる．
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