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序
リーマン多様体の拡張，一般化に関して様々な方向がある．例えば，フィンスラー多
様体や擬リーマン多様体，サブリーマン多様体などが挙げられる．本講演では，多様
体上に退化する計量を許すという別の一般化を考え，一つの具体的な例における曲面
論について結果を報告する．
符号 (p, q, r)のm次元特異擬ユークリッド空間 ([14])を

Rp,q,r :=

(
Rm, (·, ·) = −

p∑
i=1

dx2
i +

p+q∑
j=p+1

dx2
j +

m∑
k=p+q+1

0dx2
k

)

で定める．ここで，m = p+ q + r, p ≤ qであり，t(x1, · · · , xm)はRmの標準座標を表
す．このとき，次のことが分かる．

• r = 0のとき，Rp,q,0は指数pの擬ユークリッド空間と呼び，Rm
p と表す．

• p = r = 0のとき，R0,m,0 = Rm
0 は標準的なユークリッド空間Rmに他ならない．

以下，符号 (0, 2, 1)の 3次元特異擬ユークリッド空間R0,2,1の曲面論を考える．また
筆者 [13]は，擬ユークリッド空間Rm

p 内の極小線織面の分類について研究し，ある種の
曲面が誘導される計量が退化する部分空間に含まれることを示した．このことに動機
付けられて退化した計量を持つ微分幾何学，特に曲面論を考える．

特異擬ユークリッド空間内のd-極小曲面
この節では，Mを連結な2次元多様体とし，R3の標準座標を t(x, y, z)として，R0,2,1 :=

(R3, (·, ·) = dx2 + dy2)とする．f : M → R0,2,1をC∞級はめ込みとし，fによる誘導計
量をgで表し，正定値であると仮定する．このとき，はめ込みfを非退化はめ込み，M

を非退化曲面と呼ぶことにする．R0,2,1上の接続は，R3上の標準接続dとする．すなわ
ち，X,Y ∈ Γ(TR3)に対し，Y をベクトル値関数Y = t(Y1, Y2, Y3)と同一視し，

dXY := dX(Y ) = t(X(Y1), X(Y2), X(Y3)) ∈ Γ(TR3)

である．このとき，dは計量 (· , · )を保ち，捩率テンソル場が消える接続である．すな
わち，レビ ·チビタ接続の役割を果たす．R0,2,1と標準接続dに関して，自己同型群を

Aut(R0,2,1, d) := {A ∈ Diff(R3) | A∗d = d, A∗(·, ·) = (·, ·)}
= O(0, 2, 1)⋉R3
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で定め，アファイン等長変換群と呼ぶことにする．ここで，

O(0, 2, 1) :=


 T 0

0

a b c


∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R, c ̸= 0, T ∈ O(2)


である．また，誘導計量gが非退化より，Mの法束T⊥Mが定義され，これは階数1の
自明束M × Rと同型であり，定ベクトル場 ξ = t(0, 0, 1)で生成される．特に，ベクト
ル束の分解として，次が成立する．

f ∗TR3 = TM ⊥ T⊥M.

ここで，⊥は直交直和を表す．これより，非退化曲面Mのガウスの公式が

dXY = ∇XY + h(X,Y )ξ (X,Y ∈ Γ(TM))

として与えられる．ここで，∇はMの誘導計量 gに関するレビ ·チビタ接続に一致し，
hはM上の (0, 2)型対称テンソル場である．このhをMの第二基本形式と呼ぶ．更に，
アファイン微分幾何 [8]の観点から，非退化はめ込みf : M → R0,2,1は，M上の横断的
ベクトル場 ξ = (0, 0, 1)により，等積アファインはめ込みになることが分かる．
任意のX,Y, Z ∈ Γ(TM)に対し，dは平坦接続であることより，

0 = dR(X,Y )Z = ∇R(X,Y )Z + {(∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z)}ξ

となる．ここで，(∇Xh)(Y, Z) = X(h(Y, Z))−h(∇XY, Z)−h(Y,∇XZ)である．従って，

∇R = 0, (1)

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) (2)

を得る．式 (1)より，非退化曲面はすべて平坦であることを意味し，式 (2)を非退化曲
面のガウス・コダッチの方程式と呼ぶ．このとき，次が示される．

定理 1 (非退化曲面の基本定理). U ⊂ R2を単連結領域とし，(u, v)をU上の座標とす
る．また，h11, h12, h22をU上のC∞級関数とする．このとき，誘導計量，第二基本形
式をそれぞれ

du2 + dv2, h11du
2 + 2h12dudv + h22dv

2

とするような非退化はめ込みf : U → R0,2,1がアファイン等長変換の差を除いて，一意
的に存在するための必要十分条件は，非退化曲面のガウス ·コダッチの方程式を満たす
ことである．

さて，ここで非退化曲面Mのいくつかのクラスを定義する．Mがd-全測地的である
とは，h = 0を満たすことをいう．Mがd-全臍的であるとは，あるM上の関数λが存
在して，h = λgを満たすことをいう．Mがd-極小曲面であるとは，

H :=
1

2
tracegh = 0

を満たすことをいい，HをMの平均曲率という．



命題 2. 次が成立する．

(1) d-全測地的曲面は，R0,2,1内の平面として特徴づけられる．

(2) d-全臍的曲面は，λが定数関数であることが示され，λ = 0でなければ，R0,2,1内
の回転放物面として特徴づけられる．

注意 3. 主結果を述べる前に，R0,2,1内の曲面論は別の文脈でも行われていることに注
意する．すなわち，R0,2,1内の非退化曲面は，simply-isotropic空間 I3内のadmissible曲
面と等価な概念である．simply-isotropic空間 I3は，Caley-Klein幾何の観点から現れる
対象である．例えば [11]，[3]，[10]を参照せよ．一方，今回は，単に退化計量と線形接
続のみ用いて，曲面論の再定式化をしていることになる．

主結果
以下では，d-極小曲面について得られた結果と擬リーマン幾何学への応用を与える．

命題 4. f : M2 → R0,2,1を非退化はめ込み，Hを fの平均曲率，∆gを fによる誘導計
量 gに関するラプラシアンとする．このとき，次が成立する．

∆gf = 2Hξ ∈ Γ(T⊥M).

特に，fがd-極小であるための必要十分条件は，fが調和であることである．

系 5. R0,2,1内にコンパクトなd-極小曲面は存在しない．

定理 6 (d-極小曲面のWeierstrass型表現公式). U ⊂ Cを単連結領域とし，FをU上の
正則関数，GをU上の有理型関数で，Fは零点を持たないとする．このとき，写像

f(u, v) = Re

∫
w

(F, iF, 2FG)dw (w := u+ iv ∈ U)

は，R0,2,1内の d-極小曲面を与え，(u, v) ∈ Uは等温座標系になる．更に，次の関係が
成立する．

(fu, fu) = (fv, fv) = |F |2, (fu, fv) = 0.

逆に，R0,2,1内のd-極小曲面は，局所的に上のような表示を持つ．

組(F,G)をWeierstrass dataと呼ぶ．ここで，θ ∈ S1 = R/2πZとし，(e−iθF, e−iθG)

をWeierstrass dataとするd-極小曲面を考えてみると，写像のS1族が得られ，fθで表
すことにすれば，これを随伴族といい，R0,2,1内の等長変形を与えている．
一方，Fが零点を持つ場合を考えると，定理6より誘導計量が退化し，曲面上に特異
点が現れる．特に，d-極小曲面は，孤立特異点を許容することが分かる．交叉帽子 (図
1)やD−

4 型特異点 (図 3)が確認できたが，現れる特異点の分類は未完である (図 2,4な
ど)．次に，いくつかのWeierstrass型表現公式のリストアップをしよう．
∗ R3の極小曲面fR3の場合，局所的には，次のように表せる．

fR3 = Re

∫
w

(F (1−G2), iF (1 +G2), 2FG)dw.

∗ R3
1の極大曲面fR3

1
の場合，局所的には，次のように表せる．

fR3
1
= Re

∫
w

(F (1 +G2), iF (1−G2), 2FG)dw.



従って，極小曲面fR3，極大曲面fR3
1
，d-極小曲面fR0,2,1の間に，

fR0,2,1 =
1

2

(
fR3 + fR3

1

)
という関係がある．d-極小曲面から極小曲面，極大曲面の分離ができるだろうか．こ
れは未解決問題である．
さて，4次元ミンコフスキー空間R4

1内の誘導計量が退化する 3次元部分空間は，ベ
クトル空間としてR0,2,1と等長同型であることに注意する．d-極小曲面に対する4次元
ミンコフスキー空間内の曲面論への応用として，次を得た．

定理 7. f : M → R4
1を全測地的でない連結な空間的平坦平均曲率零曲面を与えるはめ

込みとする．hをM上の第二基本形式とし，集合Eを次で定める．

E := {x ∈ M | hx = 0}.

このとき，次が成立する．

(1) M \ Eは，Mの開かつ稠密な部分集合であり，更に，連結である．

(2) Mは，平坦な法束を持つ．すなわち，法曲率R⊥ ≡ 0が成立する．

(3) Mは，R4
1の等長変換によってR0,2,1 ⊂ R4

1にはめ込まれ，d-極小曲面である．

ここで，E ̸= ∅となる空間的平坦平均曲率零曲面は存在する．

系 8. R0,2,1内の d-極小曲面のAut(R0,2,1, d)の部分群Kによる同値類の全体の集合と，
R4

1内の空間的平坦平均曲率零曲面の等長類の全体の集合の間に一対一対応が存在する．
ここで，

K :=


 T 0

0

0 0 c


∣∣∣∣∣∣∣ c = ±1, T ∈ O(2)

⋉R3

である．

完備な非退化曲面であるときは，次が成立する．

定理 9. (M, g)を連結な 2次元完備リーマン多様体，f : (M, g) → R0,2,1を等長はめ込
みとする．このとき，(M, g)は，標準的な2次元ユークリッド空間R2に等長同型であ
り，fの像は，大域的グラフ

{(u, v, φ(u, v)) ∈ R0,2,1 | (u, v) ∈ R2}

と一致する．ここで，φは，R2上のあるC∞級関数である．逆に，このようなuv-平面
上の大域的グラフは，完備である．

系8と定理9により，次のことが分かる．

♯
{
f : R2 → R4

1 | f :等長的平均曲率零はめ込み
}
/Isom(R4

1) = ∞.

ここで，Isom(R4
1)はR4

1の等長変換群である．特に，複素定数の差を除いて，整関数の
分だけ合同類が存在する．すなわち，非可算無限個ある．



この事実は，本質的にMa–Wang–Wang [7]によって得られている．また，次のこと
が分かる．

♯
{
f : R → R4

1 | f :等長的平均曲率零はめ込み
}
/Isom(R4

1) = 1,

♯
{
f : R3 → R4

1 | f :等長的平均曲率零はめ込み
}
/Isom(R4

1) = 1.

いずれの場合も fは全測地的になり，それぞれR4
1内の直線{x1 = x2 = x3 = 0}，部分

空間{x1 = 0}に対応している．
最後に各種曲面の比較の表を与える．但し，曲面の連結性は仮定したものとする．

コンパクト性 大域的グラフ 特異点 完備性 断面曲率
R3の極小曲面 ∄ 平面のみ ∄ ∃ ≤ 0

R3
1の極大曲面 ∄ 平面のみ ∃ ([6]) 平面のみ ≥ 0

R0,2,1のd-極小曲面 ∄ ∃ ∃ ∃ ≡ 0

ここで，∄は，コンパクトな例や特異点が現れないということを意味し，∃は，平面
以外の例や特異点が現れることを意味する．
• d-極小曲面を与えるC∞級写像fのヤコビ行列の階数が1となる孤立特異点の例．

図 1: (F,G) = (w, 1/w). 図 2: (F,G) = (w2, 1/w2).

• d-極小曲面を与えるC∞級写像fのヤコビ行列の階数が0となる孤立特異点の例．

図 3: (F,G) = (w, 1/w2). 図 4: (F,G) = (w2, 1/w).
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