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1 序章
本講演は田崎博之氏との共同研究に基づいている。
コンパクト対称空間M の部分集合Aは、Aの任意の点 xにおける点対称 sxが

Aの各点を固定するときに対蹠集合とよばれる。sx は xを孤立不動点として持
つので、対蹠集合は離散的であり、したがって有限集合である。対蹠集合の定義
はChen–Nagano[1]で与えられた。彼らはコンパクト Lie群の 2-rank（可換部分群
Z2×· · ·×Z2の階数の最大値）の拡張と言える2-number（対蹠集合の位数の最大値）
について詳細に研究し、ほぼすべてのコンパクト対称空間の 2-numberを決定して
いる。一般には、包含関係について極大な対蹠集合であってもその位数が 2-number

に等しいとは限らないので、M の極大対蹠集合を等長変換群の作用を除いて決定
することは、対蹠集合に関する基本的問題であり、その結果はM の対称空間構造
と深い関係があると考えられる。著者は田崎博之氏と共同でコンパクト対称空間
Mの極大対蹠集合のMの等長変換群の単位連結成分による合同類の分類に取り組
んでいる。我々は [8]で古典型コンパクトLie群の商群の極大対蹠部分群の共役類の
分類を与えた。現在は、この結果を利用して、古典型コンパクト対称空間およびそ
の商空間の極大対蹠集合の分類を進めており、講演ではDIII(n) = SO(2n)/U(n)

とDIII(n)/Z2 (nは偶数)の極大対蹠集合の分類について述べた。

2 コンパクト対称空間の対蹠集合
M をコンパクトRiemann対称空間（以下では単にコンパクト対称空間とよぶ）

とする。x ∈ M における点対称を sxで表すと、sxはM の対合的等長変換で、x

は sxの孤立不動点である。A ⊂ M が、任意の x, y ∈ Aに対して sx(y) = yを満
たすとき、Aは対蹠集合 (an antipodal set)とよばれる。対蹠集合は有限集合
である。M が連結のときには、対蹠集合の任意の異なる 2点はある閉測地線上で
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対蹠的である。包含関係について極大な対蹠集合を極大対蹠集合とよぶ。例えば、
Rn+1の単位超球面 Snの任意の点 xに対して {x,−x}は極大対蹠集合である。ま
た、Rn+1の正規直交基底 u1, . . . , un+1に対して {⟨u1⟩R, . . . , ⟨un+1⟩R}は n次元実射
影空間RP nの極大対蹠集合である。連結コンパクト対称空間M の等長変換 f に
対して f ◦ sx = sf(x) ◦ f が任意の x ∈ M に対して成り立つので、AがM の対蹠集
合ならば f(A)もMの対蹠集合である。M の 2つの部分集合は、M の等長変換群
I(M)の単位連結成分 I0(M)の元で写り合うとき、I0(M)合同（あるいは、単に合
同）であるという。一般にはM の極大対蹠集合は合同を除いて唯一つとは限らな
いが、Mが対称R空間の場合には合同を除いて唯一つである ([5])。Nをコンパク
ト対称空間M の全測地的部分多様体とすると、任意の x ∈ N に対して sxはN を
保ち、sxのN への制限はN の点対称になりN は対称空間である。このとき、A

がNの対蹠集合ならばAはMの対蹠集合でもある。また、Mの対蹠集合A′に対
してA′ ∩ N はN の対蹠集合である。M,M ′がコンパクト対称空間で局所等長的
被覆写像 π : M → M ′が存在するとき、AがM の対蹠集合ならば π(A)はM ′の
対蹠集合である。逆は一般には成立しない。
コンパクト型Hermite対称空間の 2つの実形が離散的に交わるならば、その交
叉は対蹠集合であり、特に、2つの実形が合同ならば交叉は極大対蹠集合になるこ
とは対蹠集合に関する興味深い事実である ([4, 6, 7])。Iriyeh–Sakai–Tasaki [3] は
この結果を利用してコンパクト型Hermite対称空間のラグランジアンFleorホモロ
ジーを決定した。

3 古典型コンパクトLie群の商群の極大対蹠部分群の
分類

GをコンパクトLie群とし eをGの単位元とする。Gには両側不変Riemann計量
が存在しRiemann対称空間になる。x ∈ Gにおける点対称 sxは sx(y) = xy−1x (y ∈
G)である。AをGの対蹠集合とする。左移動と右移動はGの等長変換であり、e ∈ A

と仮定しても一般性を失わない。このとき、任意のx ∈ Aに対してse(x) = x−1 = x、
すなわち、x2 = eが成り立つ。さらに、x, y ∈ Aに対して sx(y) = yが成立する
ための必要十分条件は xと yが可換なことである。Aが極大対蹠集合ならばAは
部分群であり、よって、Aは Z2 × · · · × Z2と同型な可換部分群である。したがっ
て、コンパクト Lie群Gの極大対蹠集合の I0(G)合同類の分類は、極大対蹠部分
群の共役類の分類に帰着され、さらにそれは、Z2 × · · · × Z2と同型な可換部分群
の共役類の分類に帰着される。これについては関連する先行研究 [2, 9]があるが、
これらとは独立に我々は [8]でGがU(n), SU(n), Sp(n), O(n), SO(2n)の商群の場
合に、Gの極大対蹠部分群の共役類の分類を、行列を用いた代表元の具体的表示
を与えることにより行った。
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正方行列からなる集合Xに対してX± := {x ∈ X | detx = ±1}と定める。

∆n :=


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n)

とおくと、∆nは U(n), O(n), Sp(n)の共役を除いてただ一つの極大対蹠部分群で
あり、∆+

n は SU(n), SO(n)の共役を除いてただ一つの極大対蹠部分群である。

D[4] :=

{[
±1 0

0 ±1

]
,

[
0 ±1

±1 0

]}
⊂ O(2)

は正方形を不変にする二面体群である。自然数 nを n = 2k · lと 2の k乗と奇数 l

の積に分解し、0 ≤ s ≤ kを満たす自然数 sに対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s ⊂ O(n)

とおく。1mでm次単位行列を表す。

定理 3.1 ([8]) nを偶数とし、nを n = 2k · lと 2の k乗と奇数 lの積に分解する。
πn : SO(n) → SO(n)∗ := SO(n)/{±1n}を自然な射影とする。SO(n)∗の極大対蹠
部分群は次のいずれかに共役である。

(1) k = 1の場合、
πn(∆

+
n ), πn(D

+[4]⊗∆l)

ただし、n = 2のとき π2(∆
+
2 )は除外する。

(2) k ≥ 2の場合、
πn(∆

+
n ), πn(D(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ここで、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合は除外し、さらに、n = 4のとき π4(∆
+
4 )

も除外する。

注意 3.2 ∆+
2 ⊊ D+[4]より π2(∆

+
2 )は除外される。∆2 ⊊ D[4]より D(k− 1, 2k) ⊊

D(k, 2k)となるので (s, n) = (k−1, 2k)の場合は除外される。また、∆+
4 = ∆2⊗∆2 ⊊

D[4]⊗D[4] = D(2, 4)より π4(∆
+
4 )は除外される。
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4 DIII(n) = SO(2n)/U(n)とその商空間の極大対蹠集
合の分類

C(12n,−12n) := {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n}とおく。C(12n,−12n)の各元は交代

行列になることに注意しておく。J1 :=

[
0 1

−1 0

]
とし、


±J1

J1
. . .

J1

 ∈ SO(2n)

を diag(±J1, . . . , J1)で表すと、

C(12n,−12n)

=
{
g diag(J1, . . . , J1) g

−1 | g ∈ SO(2n)
}
∪
{
g diag(−J1, J1, . . . , J1) g

−1 | g ∈ SO(2n)
}

と二つの連結成分の合併に分解される。これらは R2nの二つの向きに応じた R2n

の直交複素構造全体の分解になっている。各連結成分はSO(2n)の全測地的部分多
様体である。

DIII(n) =:
{
g diag(J1, . . . , J1) g

−1 | g ∈ SO(2n)
}

によってDIII(n)を定めると、SO(2n)は共役作用によりDIII(n)に推移的に作
用し、diag(J1, . . . , J1) ∈ DIII(n)におけるイソトロピー部分群は{

g ∈ SO(2n) | g diag(J1, . . . , J1) g−1 = diag(J1, . . . , J1)
} ∼= U(n)

であるからDIII(n) ∼= SO(2n)/U(n) となる。DIII(n)はコンパクト型 Hermite

対称空間である。

α(g) =


−1

1
. . .

1

 g


−1

1
. . .

1

 (g ∈ SO(2n))

によってSO(2n)の自己同型写像αを定めると、C(12n,−12n)の連結成分の合併へ
の分解は

C(12n,−12n) = DIII(n) ∪ α(DIII(n))

となる。この連結成分への分解は Pfaffianの値によって識別できる。2n次交代行
列X の Pfaffian Pf(X) は次のように定義される1。S2nで {1, 2, . . . , 2n}の置換全

1m次交代行列の行列式はmが奇数のときには 0であり、mが偶数のときには Pfaffianの値の
二乗である。
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体を表す。

F2n = {σ ∈ S2n | σ(2i− 1) < σ(2i) (1 ≤ i ≤ n), σ(1) < σ(3) < · · · < σ(2n− 1)}

によって S2nの部分集合 F2nを定める。2n次交代行列X = [aij]に対して

Pf(X) :=
∑
σ∈F2n

sgn(σ)aσ(1)σ(2) · · · aσ(2n−1)σ(2n)

である。Pfaffianの定義より

Pf(diag(ϵ1J1, . . . , ϵnJ1)) = ϵ1 · · · ϵn

となるので、Pf(DIII(n)) = 1, Pf(α(DIII(n))) = −1 となる。DIII(n)はコンパ
クト型Hermite対称空間なので [5] Theorem 3.1より大対蹠集合が合同を除いて一
意に定まる。

Γn := {diag(ϵ1J1, . . . , ϵnJ1) | ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵn = 1}

とおくと、Γn ⊂ DIII(n)であり、

diag(−J1, . . . ,−J1) Γn = ∆+
n ⊗ 12

が SO(2n)の対蹠集合であることから、ΓnはDIII(n)の対蹠集合である。|Γn| =
2n−1であり、[1]によりDIII(n)の2-numberは2n−1であることからΓnはDIII(n)

の極大対蹠集合であることがわかる。
次に、DIII(n)の商空間について考える。π2n : SO(2n) → SO(2n)∗ を自然
な射影とする。nが奇数のときには、SO(2n)を {±12n}で割るとき DIII(n)と
α(DIII(n))は写り合い

SO(2n)

{±12n}
⊃ C(12n,−12n)

{±12n}
∼= DIII(n)

が成り立つ。特にこの場合にはDIII(n)の被覆は現れない。nが偶数の場合には、
SO(2n)を {±12n}で割るとき

SO(2n)

{±12n}
⊃ C(12n,−12n)

{±12n}
=

DIII(n)

{±12n}
∪ α(DIII(n))

{±12n}

が成り立つ。DIII(n)∗ := DIII(n)/{±12n}は SO(2n)∗の単位元 e = π2n(12n)に
関する極地、すなわち、{g ∈ SO(2n)∗ | se(g) = g}の一つの連結成分である。
一般に、コンパクト Lie群の単位元に関する極地M の極大対蹠集合の分類につ

いては、次の基本方針に基づいて考えればよい。Gを両側不変計量をもつコンパ
クト Lie群とし、G0をGの単位連結成分とする。M をGの eに関する極地、す
なわち、F (se, G)の連結成分の一つとする。g ∈ Gに対して Igで gによる共役が
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定めるGの内部自己同型写像を表すと、Ig はGの等長変換である。x ∈ M とす
るとM = {Ig(x) | g ∈ G0} が成り立つ。M の等長変換全体の成す Lie群 I(M)の
単位連結成分 I0(M)は I0(M) = {Ig|M | g ∈ G0} と表せる。M の極大対蹠集合A

をとる。A ⊂ M ⊂ F (se, G)より A ∪ {e}は Gの対蹠集合であり、A ∪ {e}を含
むGの極大対蹠部分群 Ãが存在する。Aの極大性から A = M ∩ Ãが成り立つ。
B0, . . . , Bk をGの極大対蹠部分群のG0共役類の代表とすると、ある 0 ≤ s ≤ kと
g ∈ G0が存在して Ã = Ig(Bs) が成り立つ。したがって、

A = M ∩ Ã = M ∩ Ig(Bs) = Ig(M ∩Bs)

となり、AはM 内でM ∩ Bsと I0(M)合同になる。以上からM の極大対蹠集合
の I0(M)による合同類の代表の候補は

M ∩B0, . . . ,M ∩Bk

である。
上記の基本方針をDIII(n)∗に適用する。2n = 2k · lと 2nを 2の k乗と奇数 lの
積に分解すると k ≥ 2であるから、定理 3.1より

π2n(∆
+
2n) ∩DIII(n)∗, π2n(D(s, 2n)) ∩DIII(n)∗ (1 ≤ s ≤ k)

を明らかにすればよい。π2n(g) ∈ DIII(n)∗を満たす g ∈ SO(2n)は g2 = −12nで
あることから π2n(∆

+
2n) ∩DIII(n)∗ = ∅がわかる。1 ≤ s ≤ kのとき

π2n(D(s, 2n)) ∩DIII(n)∗

= π2n(D(s, 2n) ∩DIII(n))

= π2n({d ∈ D(s, 2n) | dは 1n ⊗ J1に SO(2n)共役 })
= π2n({d ∈ D(s, 2n) | d2 = −12n, Pf(d) = 1})

となる。上式の最後の集合を詳細に調べることにより次の結果を得る。I1 :=

[
−1 0

0 1

]
,

K1 :=

[
0 1

1 0

]
とする。

定理 4.1 nを偶数とする。2n = 2k · lと 2nを 2の k乗と奇数 lの積に分解する。
このとき、DIII(n)∗ の極大対蹠集合は次のいずれかに SO(2n)∗合同になる。

(1) n = 2の場合、
{π4(J1 ⊗ I1), π4(J1 ⊗K1), π4(12 ⊗ J1)}

(2) n = 4の場合、

{π8(J1 ⊗ J1 ⊗ J1)}∪
{π8(J1 ⊗ d1 ⊗ d2), π8(d1 ⊗ J1 ⊗ d2), π8(d1 ⊗ d2 ⊗ J1) | d1, d2 ∈ {12, I1, K1}}
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(3) n = 4m+ 2 (m ≥ 1)の場合、

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆−
n },

{π2n(J1 ⊗ d1 ⊗ d0) | d1 ∈ {I1, K1}, d0 ∈ ∆2m+1}
∪ {π2n(12 ⊗ J1 ⊗ d0) | d0 ∈ ∆2m+1}

(4) n = 4m (m ≥ 2)の場合、

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆+
n },

{π2n(d) | d ∈ D(s, 2n), d2 = −12n} (2 ≤ s ≤ k + 1)

ただし、(s, 2n) = (k, 2k+1) の場合は除外される。
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