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梅原雅顕（東工大・情報理工学院）

1. 極大曲面と Euclid空間の極小曲面の流体力学的双対性

これは「部分多様体論・湯沢 2018」における講演内容の要約です. 関連する話題として，湯沢
研究集会で２０１６年に「３次元時空の極大曲面と小林曲面」という話をしております．ですの
で，この原稿では，最近，筆者が赤嶺新太郎氏（名大）と山田光太郎氏（東工大）との共同研究と
して得た新たな知見に絞って解説します．

1.1. ２次元流体の基本事項. 2-次元流体とは，xy-平面 R2 上の領域 D 上で定義されたベクトル
場 v = (u, v)と２つのスカラー場 ρ, p : D → R の三つ組みのことで v は流体の速度，ρ は密度，
p は圧力を表す．これについて以下を仮定する．

• ベクトル場 v の積分曲線を，「流体の流れ」とよぶ．流れは定常 (steady)つまり時間に依
存しない．

• 流れは順圧 (barotropic)つまり圧力 p は密度の単調増加関数である．地上の空気は p は
ρ1.4 に比例することが知られている.

• c :=
√
dp/dρ は (局所)音速とよばれる．

• Eulerの運動方程式 dp+ ρdq/2 = 0が成り立つ，ただし q := u2 + v2．
• 連続の方程式 div(ρv) = 0が成り立つ．
• 流れは渦なし (irrotational)，つまり rot(v) = vx − uy = 0を満たす．ただし

vx := ∂v/∂x, uy := ∂u/∂y

とする．

流れが「渦なし」であることから関数 Φ: D → R が存在し ∇Φ = v を満たす，これをポテン
シャルとよぶ，ただし∇Φ := (Φx,Φy)である．流れは順圧であることを仮定しているので，圧力
p は密度 ρ の関数である．音速の定義式 c2 = p′(ρ) と運動方程式より

(1.1) ρx =
px
c2

= −ρ(uux + vvx)

c2
, ρy =

py
c2

= −ρ(uuy + vvy)

c2

を得るが，連続の方程式に代入して

(1.2) 0 =
c2
(
(ρu)x + (ρv)y

)
ρ

= (c2 − Φ2
x)Φxx − 2ΦxΦyΦxy + (c2 − Φ2

y)Φyy

を得る．これがポテンシャルの満たす微分方程式である．
一方，連続の方程式に着目すると，関数 Ψ: D → R が存在し，

(1.3) Ψx = −ρv, Ψy = ρu

を満たす．これを流れの関数 (stream function)という．いま ξ := ρu および η := ρv とおくと，
(1.1) は以下のように書き換えることができる．

(1.4) (ρ2c2 − ξ2 − η2)ρx = −ρ(ξξx + ηηx), (ρ2c2 − ξ2 − η2)ρy = −ρ(ξξy + ηηy).

渦なし条件より

0 = vx − uy =
ηx
ρ

− ξy
ρ

− ηρx
ρ2

+
ξρy
ρ2

となるので，

0 = ρ(ξ2 + η2 − ρ2c2)(vx − uy)(1.5)

= (ρ2c2 −Ψ2
y)Ψxx + 2ΨxΨyΨxy + (ρ2c2 −Ψ2

x)Ψyy

となる，これが流れの関数の満たす微分方程式である．



1.2. Chaplygin流体と極小曲面・極大曲面. 上述の２次元流体が

(1.6) ρc = 1

を満たすときChaplygin流体 (Chaplygin gas flow)という．いま Ψ: D → R を Chaplygin流体
の流れの関数とすると

(1.7) BΨ := 1−Ψ2
x −Ψ2

y

は符号を変える可能性があることに注意する． このとき流れの関数の満たす微分方程式 (1.5) は

(1.8) (1−Ψ2
y)Ψxx + 2ΨxΨyΨxy + (1−Ψ2

x)Ψyy = 0

を満たす．この原稿では，平均曲率が零の曲面を ZMC曲面（zero mean curvature）と記す．す
ると (1.8) は，関数 t = Ψ(x, y) が表す３次元 Lorentz-Minkowski時空 (L3;x, y, t) 上の曲面

F (x, y) := (x, y,Ψ(x, y))

の平均曲率が零であることと同値である．そこで (1.8) を ZMC-方程式と呼ぶことにする．いま
U を平面 R2 の領域とし，はめ込み f : U → L3 を考える．このとき

定義 1.1. 定義域上の点 p ∈ U が，空間的（時間的）であるとは，f による L3 のローレンツ計
量の引き戻しが，点 p で正定値（不定値）となるときを云う．空間的でも時間的でもない点を 光
的という．
すべての U 上の点が，空間的 (時間的)のとき f は空間的である (時間的である)という．同様

に，U 上の点がすべて光的のとき，f は光的であるという．

もしも p が光的な点なら p の十分近くで f は局所的に関数のグラフ t = Ψ(x, y) の形で表す
ことができる．この場合, (1.7) で定まる BΨ の点 p = (x0, y0,Ψ(x0, y0)) での値 BΨ(x0, y0) が正，
負，零であることが，点 p が空間的，時間的，光的であることに対応する．つまり，関数 BΨ は，
時空の曲面のグラフの型変化識別子になっている．

定義 1.2. 関数 Ψ : D → R のグラフが ZMC-曲面を定めるとは，この関数 Ψ が (1.8) を満たす
ときを云う．さらに，Φ が空間的であるとき，Ψ は極大曲面を定めるということにする．

このように定義すると，以下に示すように光的な曲面も ZMC-曲面の仲間となる．空間的な（時
間的な）はめ込みについては，平均曲率が零のとき ZMC-曲面とよぶことにすると，光的な点の近
傍では L3 の曲面は常に曲面を時間方向を高さ関数とするグラフで表されるので，結局すべての
L3 のはめ込まれた曲面について，それが ZMC曲面である，という概念を厳密に定義することが
できる．

命題 1.3. 関数 Ψ : D → R のグラフが光的曲面ならば，この関数は，ZMC-曲面を定める．

(証明) Ψ がのグラフが光的曲面ならば Ψ2
x +Ψ2

y = 1 なので

(1−Ψ2
y)Ψxx + 2ΨxΨyΨxy + (1−Ψ2

x)Ψyy = Ψ2
xΨxx + 2ΨxΨy +Ψ2

yΨyy

となる．さらにΨ2
x +Ψ2

y = 1 を x, y で偏微分をしてΨxxΨx +ΨxyΨy とΨyyΨy +ΨxyΨx は共に
零であることがわかるが，この式を辺々加えて Ψ が (1.8) を満たすことがわかる． □

いま Ψ を Chaplygin流体と仮定すると，ρc = 1 より 1/ρ2 = c2 = dp/dρ, となり dp = dρ/ρ2

を得る．この式を運動方程式に代入すると d(|v|2 − 1/ρ2) = 0 を得る．特に定数 µ が存在して以
下を満たす．

(1.9) |v|2 + µ =
1

ρ2
(= c2).

式 (1.3) より

(1.10) BΨ = µρ2

が成り立つ．特に，Ψ が極大曲面を定めている場合には µ > 0 となる．この場合 Ψ を

Ψ(µ̃x, µ̃y)/µ̃ (µ̃ :=
1

4
√

|µ|
)
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に置き換えることで µ = 1 に正規化することができる．そこで µ = 1 の場合を考えると

(1.11) ρ =
1√

|v|2 + 1
=

√
1−Ψ2

x −Ψ2
y

となる．(1.2) より c2 = 1 + Φ2
x +Φ2

y なので，ポテンシャルの方程式を

(1.12) (1 + Φ2
y)Φxx − 2ΦxΦyΦxy + (1 + Φ2

x) Φyy = 0

に書き換えることができる．これは，Φ のグラフが３次元 Euclid 空間 E3の極小曲面を定めるこ
とを意味する．(一方 µ < 0 のときは Ψ は時間的となり，µ = −1 に正規化すると，対応するポ
テンシャル Φ は，３次元時空 L3 の時間的 ZMC曲面を定めるが，ここではこの事実は使わない．
µ = 0 の場合もこめて詳しくは [3] をみよ.) この状況を少しくわしく考察すると，以下の事実が成
立していることがわかる．

事実 1.4. Φ: D → R を C∞-関数で，極小曲面の方程式 (1.12)を満たしているとすると，定数の
差を除いて定まる C∞-関数 ψで(

ψx

ψy

)
=

1√
1 + φ2

x + φ2
y

(
−φy

φx

)
を満たすものが存在し，ZMC 曲面の方程式 (1.8) と ψ2

x + ψ2
y < 1 を満たす. 逆に， C∞-関数

Ψ: D → R で (1.8)と ψ2
x + ψ2

y < 1を満たすものをとると，定数の差を除いて定まる C∞-関数 Φ

で (
φx

φy

)
=

1√
1− ψ2

x − ψ2
y

(
ψy

−ψx

)
を満たすものが存在し，極小曲面の方程式 (1.12) を満たすものが存在する. これらの対応は，一
方は他方の逆対応を与えている．

この対応は，示唆な形で文献 [4]に記されている．

2. 時空の零平均曲率曲面上の光的な点について

2.1. Calabiの Bernstein型定理. Calabi も，上述の流体の双対性を認識していたようで，流体
については言及していないが，事実 1.4を用いて，以下の定理が成り立つことを指摘した．

事実 2.1 (Calabi [5]). 関数 Ψ: R2 → R のグラフが空間的極大曲面を定めていれば，Ψ は１次式
で表される．

実際，上の双対性より，もしもそのような Ψ があれば，Ψ を流れの関数と思ったときのポテン
シャル Φ は極小曲面の方程式を満たし，極小曲面の Bernstein の定理により Φ は１次式となる．
すると Ψ も１次式となり，上記の事実が示される．Calabi [5] では，この指摘のあと，今度は解
析的な手法を駆使して，同じ結論が５次元以下の時空Ln+1 (n ≤ 4) の空間的極大超曲面のグラフ
Ψ : Rn → R についても成り立つことを示した．さらに Chengと Yau [6] は，その結果が，すべ
ての Ln+1 (n ≥ 2) について成り立つことを示した．
再び，事実 2.1 に話を戻そう．この主張において，Ψ が極大曲面ではなく，単に ZMC曲面の

グラフであった場合には，反例が存在する．実際，

(2.1) ψ0(x, y) := y + g(x)

なる形の xy-平面全体で定義された C∞-関数を考えると，これは ZMC-曲面のグラフとなる．一
変数関数 g : R → R の微分 g′が消えない点が時間的な点に対応し，g′(x) の零点が光的な点に対
応する．ただし，この関数 φ0 のグラフには空間的な点が存在しない．この例は空間的な点がない
が，小林治 [16] は，空間的な点，光的な点，時間的な点をすべてを含む ZMC 曲面のグラフ (以
下，混合型とよぶ)を与える関数として

ψ1(x, y) := x tanh(2y), ψ2(x, y) := log (coshx/ cosh y)

の２つを発見した．ψ1 and ψ2 の空間的な部分は，それぞれ

(cosh 2y)2 > 4x2, (coshx)−2 + (cosh y)−2 > 1
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である．この空間的部分は極大曲面なので，対応するポテンシャルは

φ1 = −
√
(cosh 2y)2/4− x2, φ2 := − arcsin(sinhx sinh y)

となる．前者 φ1は，極小曲面としてのカテノイドの半分で，後者 φ2 は，Scherkの周期的な曲面
となる．この２つの例の拡張として，筆者らは「小林曲面」とよばれる極大曲面の族を構成し，そ
の中の部分族で，その解析的延長がR2 上で定義された混合型の ZMC曲面のグラフを与えるもの
の存在を示した．これについては 2016 年の筆者の湯沢での講演の要約に詳細を記しているので，
ここでは説明を割愛する．（詳しくは，論文 [7]を参照せよ．）

2.2. 光的点について. Calabi の Bernstein型の定理により，R2 で定義された関数が ZMC 曲面を
定めると，その曲面は光的な点をもたなければならないことがわかる．まず，光的な点について非
退化性を定義する．

定義 2.2. Ψ : D → R を xy-平面上の領域で定義された関数とし，p ∈ D は，関数 Ψ のグラフに
おける光的な点とせよ．すると，点 p は関数 B := 1−Ψ2

x −Ψ2
y の零点であるが，勾配ベクトル

∇B = (Ψx, Ψy)

が点 p で消えないとき，非退化であるという．

非退化な光的点の集合の像について述べるためにまず，光的な曲線を以下で定義する．

定義 2.3. 時空R3
1 の正則曲線

σ(s) = (x(s), y(s), t(s)) (a < s < b)

が 光的 (null, light-like) とは，以下を満たすときを云う．(
σ′(s) · σ′(s) =

)
x′(s)2 + y′(s)2 − t′(s)2 ≡ 0.

さらに, σ が 非退化 (non-degenerate)とは σ′(s) と σ′′(s) が，各 s ∈ (a, b)について一次独立にな
るときを云う．

非退化な光的曲線の xy 平面への射影は，変曲点のない正則平面曲線となる．逆に γ(s) =
(x(s), y(s)) を変曲点のない平面曲線で s を弧長パラメータとすると σ(s) := (x(s), y(s), s) は非退
化な光的曲線となる．この意味で，非退化な光的曲線は，ほぼ完全に理解できたといってよいだ
ろう．

ZMC曲面上の非退化な光的な点については，その点の近傍の光的な点の集合の像は，R3
1 の非

退化で実解析的な光的曲線となり，それを σ(t) で表示すると，元の ZMC 曲面を以下の形に表示
できる

(2.2) F (u, v) :=


σ(u+ i

√
v) + σ(u− i

√
v)

2
(v ≥ 0),

σ(u+
√
|v|) + σ(u−

√
|v|)

2
(v < 0),

ここで i =
√
−1 は虚数単位である．実解析性から σ(u+ i

√
v) は v が十分に小さければ意味をも

つ．逆に，非退化で実解析的な光的曲線 σ を任意に与えると，上の式で与えられる F は，ZMC
曲面で σ が光的点の像の助変数表示を与え，その光的点はすべて非退化となる (Gu [10]と [9, 14]
を参照せよ).

2.3. 退化した光的点について. 非退化な光的点をもつ ZMC曲面の例は沢山知られているが，退化
した光的点をもつ例も知られている (cf. [1, 2, 8, 12])．さらに退化した光的点をもつ例を，Cauchy-
Kovalevski による偏微分方程式の初期値問題の解として作る方法もある (cf. [17]). このような退
化した光的点について Klyachin [15] は，以下のことを示した．

事実 2.4 (ZMC-曲面の直線定理). D を R2 の領域でΨ: D → Rを C∞-級の関数で (1.8)を満たし
ているとする．もしも p ∈ D が，退化した光的点を与えていたとすると F (x, y) := (x, y,Ψ(x, y))
の像は，F (p) を通る光的直線の開線分を含む．

この事実については，論文 [18]で任意のローレンツ多様体の平均曲率一定の超曲面にまで一般
化されている．
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3. 主結果と例

このたび，赤嶺氏，山田氏との共著論文 [3]で得られた主結果と具体例を紹介する．

定理 A. 全平面でで定義された関数 Ψ : R2 → R が L3 内の空間的な点をもつ ZMC-曲面を定め
ており，それが平面でなかったとすると，Ψ は非退化な光的点をもつ．

(証明の概略). Ψ は非退化な光的点をもたないとすると，事実 2.4 より，空間的点の集合は半平面
か，２つの平行な直線に囲まれた領域となる．この領域を D とする．Ψ を流体の流れの関数と思
うと，対応するポテンシャル Φ は D 上の関数で，そのグラフは極小曲面で，空間上の半空間に
含まれる．Ψ の光的直線の近傍での挙動を調べることで，Φ の定める極小曲面は，固有1であるこ
とがわかる．すると，Hoffman-Meeks [13] の（極小曲面に関する）半空間定理により Φ のグラフ
は平面となり，Ψ のグラフも平面であることがわかる． □

この定理の系として，以下の Bernstein 型の定理の改良が得られる．

系 B. 全平面で定義された関数 Ψ : R2 → R が L3 の ZMC-曲面を定めていたとし，それが空間
的点と光的点だけからなるとすると，Ψ は一次式で表される．

(証明の概略). Ψ のグラフが平面ではなかったとせよ．Ψが空間的な点を許容したとすると，定理
AよりΨ には，非退化な光的点が存在する．非退化な光的点は，定義により，その近傍に時間的点
が存在するので，Ψ が空間的点と光的点だけからなることに反する．よって R2 上のすべての点は
光的でなければならない．このようなことが起きないことを示す．実際，その場合にはΨ の像は，
L3 を Euclid 空間だと思うと，平坦曲面な曲面となり，Hartman と Nirenberg の定理 ([11])より，
その像は柱面になることが示せる．それを利用すると Ψ の像は平面であることがわかる． □

図 1. 赤嶺氏が構成した退化した光的点をもち，自己交叉をもたない２つの曲面

ここで赤嶺氏による自己交叉を持たない２つの零平均曲率曲面の例を紹介する．

例 3.1 ([1, Figure 5]). 陰関数 (x − t)2 + y2 = a2 (a > 0) で表される曲面は，零平均曲率で，固
有埋め込みになっている．この曲面（図１左）は２つの光的点からなる直線を含むが空間的部分は
空である．

例 3.2 ([1, Figure 2]). a を正の数として，陰関数

a sinh(at)
(
(x− t)2 + y2

)
+ 2(x− t) cosh(at) = 0

で表される曲面（図１右）は，時空 L3 の零平均曲率をもつ固有埋め込みになっている．この例は
白い２本の曲線が光的点の集合で，これ等とは別に一本の光的点からなる直線を含む．

最後に，現時点での筆者等の疑問を「問」として記しておく．

問 1. 固有に埋め込まれた ZMC-曲面で時間的な点をもたなければ平面だろうか？

これは前系の一般化である．

問 2. 退化する光的点をもつような entire ZMC-graphs で，空間的部分をもつようなものがある
だろうか？

1連続写像が固有 (proper) とは，任意のコンパクト集合の逆像がコンパクトになるときを云う．
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全平面で定義された ZMC-曲面のグラフで空間的部分をもち退化する光的点をもつような固有
に埋め込まれた ZMC-曲面で，空間的部分をもつようなものは存在する (図１右)．

問 3. 混合型で全平面で定義された ZMC-曲面のグラフで，論文 [7] で与えた小林曲面以外のもの
が存在するだろうか ?

実際，小林曲面以外の例は，今のところ見つかっていない．
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