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1. 背景と問題
3次元ユークリッド空間E3内の極小曲面と3次元ミンコフスキー空間L3内の極大曲面は，とも
に誘導計量がリーマン計量であり，平均曲率が恒等的に零となる曲面である．両者を記述する
方程式の解の間にはCalabi [4]が指摘したように，双対性と呼べる一対一対応がある．一方で，
Jenkins-Serrin [7]により，極小曲面方程式に対する無限境界値問題の解の存在と一意性定理が
与えられ，今日ではそのような曲面を記述・解析する方法として単葉調和関数を用いる手法が
知られるようになった (cf. [3], [5], [10], [13])．
本稿では，“双対性のもとで極小曲面方程式の無限境界値問題に対応する極大曲面の境界値問

題は何か？”という問題を考え，極小曲面と極大曲面方程式に対するある種の境界値問題の同値
性を紹介する．また双対対応する極小・極大曲面およびそれらの共役曲面の間に成り立つ対称
性の関係について述べる．本稿の内容は，名古屋大学の藤野弘基氏との共同研究 [1]に基づく．

2. 極小曲面と極大曲面の双対性
xy-平面内の単連結領域Ω上の極小曲面方程式

div

(
∇φ√

1 + |∇φ|2

)
= 0,

の解φを考える．φのグラフは 3次元ユークリッド空間E3の極小曲面を与える．φに対して，
関数ψを次の方程式で定義する．

dψ = − φy√
1 + |∇φ|2

dx+
φx√

1 + |∇φ|2
dy. (2.1)

すると，ψは次の3次元ミンコフスキー空間内の極大曲面方程式を満たす．

div

(
∇ψ√

1− |∇ψ|2

)
= 0, |∇ψ| < 1.

このことから，極小・極大曲面方程式の解に対する次の一対一対応が成り立つ．

事実 1 (Calabi [4]). 単連結領域Ω ⊂ R2上では，(2.1)によって極小曲面方程式の解φと極大曲
面方程式の解ψは定数差を除いて一対一に対応する．

本稿では，この (2.1)によって定まるψをφの双対 (dual)と呼ぶ．Calabi [4]は事実1を用いて，
極大曲面に対するBernstein型定理を示した．また，[2]，[12]では双対性の流体力学的な側面
とそれを用いた計量の退化点を許容した形でのBernstein型定理の拡張が述べられている．

3. 単葉調和関数を用いた極小曲面，極大曲面の表現
単連結領域Ω ⊂ C上の極小曲面方程式の解φによる極小グラフgraph(φ)を考える．graph(φ)が
平面でなければ領域の一意化定理により，大域的な複素座標系(D;w = u+iv)とパラメータ表示
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Xmin(w) = (x(w), y(w), t(w)) (w ∈ D)が得られる．座標関数x, y, tは調和なので，とくに単葉
調和関数f = x+ iyは単位円板Dから領域Ωへの微分同相写像を与えており，Xmin = (f, φ◦f)
がgraph(φ)の複素座標表示となる．
さらに，wをwへと置き換えることで fは常に向きを保つとしてよい．D上の正則関数hと

gを用いた調和関数の標準分解f = h+ gを用いるとXminの共形性から次が従う．

0 = (∂x/∂w)2 + (∂y/∂w)2 + (∂t/∂w)2 = h′g′ + t2w.

したがって，
√
h′g′の一価正則な分枝が存在し，第三座標 t = φ ◦ fは t(w) = ReF (w)と書け

る．ここで，F = Ffは次で定義される正則関数である．

F (w) = 2i

∫ w

0

√
h′(ζ)g′(ζ)dζ + φ ◦ f(0). (3.1)

まとめると，極小グラフgraph(φ)はD上の次の複素座標表示を持つ．

Xmin = (Re(f), Im(f),Re(F )) = (f,Re(F )). (3.2)

最後の等式は，E3とC× Rを同一視したことによる．
同様に，Ω上の極大曲面方程式の解ψによる極大グラフ graph(ψ)も (3.1)による定義される

関数Fを用いて次のように表示することができる 1．

Xmax = (Re(f), Im(f), Im(F )) = (f, Im(F )). (3.3)

一般に， (3.3)の調和関数 fは (3.2)内のそれとは異なっているが，もし2つの式で同一の関
数fを取ると，対応する極小グラフと極大グラフは事実1の意味で双対対応している：

命題 2. 単位円板Dから領域Ωへの単葉調和関数 f = h+ g (h, g ∈ O(D))で，
√
h′g′が一価正

則な分枝を持つとする． このとき，

F (w) = Ff (w) = 2i

∫ w

0

√
h′g′dζ, (3.4)

と定めると次が成り立つ．

(1) 関数 φ = Re(F ) ◦ f−1 は E3 内の極小グラフ graph(φ)を与え，Xmin = (f,Re(F ))は
graph(φ)の等温座標表示を与える．

(2) 関数ψ = Im(F ) ◦ f−1は，L3内の極大グラフ graph(ψ)を与え， Xmax = (f, Im(F ))は
graph(ψ)の等温座標表示を与える．

(3) fが向きを保つとき，(1), (2)のφとψは，事実 1の意味での双対関係になっている． f

が向きを裏返すときは，φと−ψが双対関係になっている．

4. 主結果
本節では第1節で述べた問題に対する回答として，極小曲面の無限境界値問題と極大曲面に対
する光的線分境界値問題の同値性を紹介する．

定理 3. 単連結な有界Jordan領域Ω ⊂ R2がその境界∂Ωに開線分 Iを含むとする． 領域Ω上
の極小曲面方程式の解φとその双対となる極大曲面方程式の解ψを考え，f : D → Ωを両者に
対応する調和関数（3節参照）とする．このとき，次は同値になる．

1 (3.2)と比較してXmaxの第三座標が Im(F )となっているのは，L3への写像Xmaxの共形性による．



(1) φが I上で+∞（または−∞）の値を取る．

(2) ψが I上で未来向き（または過去向き）の光的線分に忠実に退化する．

さらにこのとき，次が成り立つ．

(3) fの境界関数 f̂ : ∂D → ∂Ωの不連続点w0 ∈ ∂Dが存在して，I ⊂ C(f, w0)となる．ここ
で，C(f, w0)は fのw0における集積値集合であり，z = limwn→w0, f(wn), wn ∈ Dとな
る点 zからなる．

ここで，極大曲面方程式の解ψが，線分 I ⊂ ∂Ω上で未来向き（または過去向き）光的線分
に忠実に退化するとは， τを Iの正の単位方向，J ⊂ Iを任意の部分閉線分として，

∂ψ

∂τ
(z) = 1 +O(dist(z, J)2)

(
または ∂ψ

∂τ
(z) = −1 +O(dist(z, J)2)

)
as z → J

を満たすことをいう．この光的線分への漸近退化条件は極小曲面方程式に対する勾配評価 [7,

Lemma 1]に対応している．
また，一般に極小曲面方程式の解φが領域のある境界弧Cで±∞に発散しているとき，Cは

線分になることが知られている ([11, p. 102])．この線分 Iが単葉調和関数fの境界の不連続点
に対応するというのが定理3 (3)の主張である．

4.1. 多角形領域の場合
領域Ωが多角形領域である場合は，次が成り立つ．

系 4. 定理3の記号の下でΩが多角形領域のとき，次は同値になる．

(1) 各辺上でφ(z) → +∞，またはφ(z) → −∞．

(2) 各辺上でψは光的線分に忠実に退化する．

(3) 境界関数 f̂ = f |∂Dは∂Ωの頂点に値を取る階段関数．

(3)の主張によって，S1 ≃ ∂D上の階段関数から (1), (2)の境界値問題の解が構成できる．こ
の事実を用いた (1)の解（対応する曲面は Jenkins-Serrin型曲面と呼ばれる）の構成につい
ては，McDougall-Schaubroeck [10]に詳しい．

5. 双対や共役を取る操作と対称性の関係
極小曲面や極大曲面は複素座標系に対する座標関数が（それぞれの誘導計量に関して）調和
関数であるという特徴付けを持つ．したがって，複素座標表示された極小曲面 Xmin(w) =

(x(w), y(w), t(w))に対して，それらの座標関数の共役調和関数を取って得られる曲面X∗
min(w) =

(x∗(w), y∗(w), t∗(w))もまた極小曲面となる．この曲面X∗
minをXminの共役曲面 (conjugate

surface)という．同様の方法で，極大曲面に対してもその共役曲面が定義される．
共役曲面の定義と命題2により，極小曲面Xminおよびその双対極大曲面Xmaxとそれらの共

役曲面X∗
min, X

∗
maxには次の可換図式が成り立つ 2．以下，(x, y)をf = x+ iyと同一視する．

Xmin = (f, t) Xmax = (f, t∗)

X∗
min = (f∗, t∗) X∗

max = (f∗,−t)

-dual

?

conjugate

?

conjugate

-dual

上記の曲面4つ組に対して，次のように対称性が移り合うことがわかる（図1参照）．
2命題 2により，グラフ表示されているとは限らない曲面に対しても双対性の概念を拡張することができる．



系 5. 定理 3の記号の下で，∂Ωが点 z0で内角αで交わる二本の線分 I1, I2を持つと仮定する．
φは I1と I2上で±∞とし，さらにもしα = πであれば，I1と I2上でのφの符号は異なってい
るとする 3．このとき，次が成り立つ．

• Xminは頂点z0上で垂直線分Lを持ち，Lに対する線対称性を持つように曲面を拡張できる．

さらに双対および共役曲面上では，上記のLに対応する部分で次の性質が成り立つ．

• 双対Xmaxは縮退特異点を持ち，それに対する点対称性を持つように曲面を拡張できる．

• 共役曲面X∗
minは水平平面に含まれる曲率線を持ち，水平平面に対する平面対称性を持つよ

うに曲面を拡張できる．

• 双対の共役曲面X∗
maxは折り目特異点の像としてナル曲線を持ち，そこで折り返し対称性

(folded symmetry)を持つように曲面を拡張できる．

ここで，特異点を許容する極大曲面を定義する写像X : D ⊂ R2 → L3に対して 4，領域D

上の正則曲線 γ : I → Dが存在してX ◦ γ(I)が一点 p ∈ L3になるとき，pをX の縮退特異
点 (shrinking singularity)という．また，Xに対してある等温座標系 (U ;u, v)が存在して
Xv(u, 0) ≡ 0かつ γ̃ = {X(u, 0) | (u, 0) ∈ U}が正則曲線になっているとき，γ̃を折り目特異点
(folding singularity)という．詳しくは [9]を参照せよ．
また，系5の無限遠方版の主張として次が成り立つ．

系 6. 定理 3の記号の下で，境界 ∂Ωが三本の線分 I1, I2, I3を持ち，Ij , Ij+1 (j = 1, 2)は点 zj

で内角αj ̸= πを持つとする．φは I2上では+∞の値を取り，I1, I3上では±∞の値を取るとす
る．このとき，次が成り立つ．

• Xminは仮定より I2 = (z1, z2)上で+∞の値を取る．

• 双対Xmaxは I2上で未来向き光的線分を持つ．

• 共役曲面X∗
minは (z1 − z2)-方向の無限遠方に長さ |I2| = |z2 − z1|の垂直線分を持つ．

• 双対の共役曲面X∗
maxはナル曲線に沿って (z1 − z2)-方向の−∞に伸びていく．

Karcher [8]は系5のXminとX∗
minの対称性を利用して，今日 saddle towerと呼ばれる曲面

を構成した（図1のX∗
min参照）．一方で，それらと双対対応する曲面XmaxとX∗

maxの二種類の
特異点の対応関係もKim-Yang [9]らによって明らかにされている．本稿で扱った双対性は極小
曲面と極大曲面を行き来できるため，双方の研究に相補的な影響をもたらしている．今後も双
対性を用いた曲面の対称性や特異点の対応関係の更なる理解，対称性の高い曲面の構成といっ
た様々な研究の方向が期待される．
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