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序
指数pのm次元擬Euclid空間を

Em
p :=

(
Rm, ⟨·, ·⟩p = −

p∑
i=1

dx2i +
m∑

j=p+1

dx2j

)

で定める．但し，(x1, · · · , xm)はRmの標準座標である．擬Euclid空間は平坦 (一定断
面曲率0)である．定数 r > 0に対し，擬Euclid空間内の超曲面

Sm
p (r

2) :=

{
x ∈ Em+1

p | ⟨x, x⟩p =
1

r2

}
, Hm

p (−r2) :=
{
x ∈ Em+1

p+1 | ⟨x, x⟩p+1 = − 1

r2

}
.

を定め，擬Euclid空間からの誘導計量を導入する．これらは，それぞれ一定断面曲率
r2,−r2を持ち，測地的完備であり，それぞれ指数 pのm次元擬球面，擬双曲空間とい
う．擬Euclid空間Em

p を含めたものを総称して，擬Riemann空間形と呼ぶこともあ
る．p = 0のとき，単にRiemann空間形である．
ここで，いくつか記号の準備をする．MN

p = MN
p (ϵ)をN次元擬Riemann空間形とす

る．ここで ϵ ∈ {0,±1}である．すなわち，MN
p (0) = EN

p ,MN
p (1) = SN

p (1),MN
p (−1) =

HN
p (−1)である．また，(Mm

s , g)を指数sのm次元擬Riemann多様体，ϕ :Mm
s → Mm+n

p

を等長はめ込みとする．h,HでそれぞれϕによるM上の第二基本形式，平均曲率ベク
トル場を表す．
等長はめ込みϕに対し，全測地的であるとは，第二基本形式が恒等的に消えることで
ある．すなわち，h = 0を満たすことである．極小 (あるいは，平均曲率零)であるとは，
第二基本形式のトレースが恒等的に消えることである．すなわち，H = 1

m
tracegh = 0

を満たすことである．全臍的であるとは，第二基本形式のトレースレス部分が恒等的
に消えることである．すなわち，任意のX,Y ∈ Γ(TM)に対し，h(X,Y ) = g(X,Y )H

を満たすことである．定義より，全測地的であることの必要十分条件は， 極小かつ全
臍的であることである．比較のため，良く知られたRiemann空間形内の全臍的部分多
様体について復習する．

定理 1. ϕ : Mm → Enを全臍的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの一つ
の開部分に合同である．
• 全測地的 Em ⊂ En : 部分空間，
• Sm(r2) ↪→ Em+1 : 超球面 (r > 0)．

定理 2. ϕ : Mm → Sn(1)を全臍的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの一
つの開部分に合同である．
• 全測地的 Sm(1) ⊂ Sn(1) : 大円，
• Sm(r−2) ⊂ Sm+1(1) : 小円 (0 < r < 1)．
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定理 3. ϕ :Mm → Hn(−1)を全臍的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの
一つの開部分に合同である．
• 全測地的 Hm(−1) ⊂ Hn(−1) : 部分空間，
• Hm(−r−2) → Hm+1(−1) : 双曲型 (r > 1)，
• Sm(r−2) → Hm+1(−1) : 楕円型 (r > 0)，
• Em → Hm+1(−1) : ホロ球面．

いずれも余次元を 1に落とせることが分かる．さて，次に平坦な擬Riemann空間形
内の全臍的部分多様体の分類結果を紹介する．

定理 4 (M. A. Magid [13], S. S. Ahn, D. S. Kim, Y. H. Kim [1]). ϕ :Mm
s → En

pを全臍
的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの一つの開部分に合同である．
(1) 全測地的擬Euclid部分空間 Em

s ⊂ En
p；

(2) 擬球面 Sm
s (r

2) ↪→ Em+1
s (r > 0) ；

(3) 擬双曲空間 Hm
s (−r2) ↪→ Em+1

s+1 (r > 0) ；
(4) 次で与えられる平坦全臍的部分多様体 Um

s

Em
s → Em+2

s+1 ; x 7→ (⟨x, x⟩s, x, ⟨x, x⟩s).

更に，Mの平均曲率ベクトル場Hは上からそれぞれ次の性質を持つ．

H = 0, H : 空間的, H : 時間的, H : 光的．

最後の例は，En
p内の余次元2，余指数1で，半単純でない対称部分多様体であり，更

に，擬Euclid空間内のホロ球面と呼ぶべきものである．
ここで，非平坦な擬Riemann空間形の場合の先行研究を紹介する．

事実 (B. Y. Chen, [7]). ϕ : Mm
s → Sn

p (1)を全臍的等長はめ込みとする．このとき，次
のいずれかの一つの開部分に合同である．
• Sm

s (r−2) → Sm+1
s (1) ; x 7→ (x,

√
1− r2) (0 < r ≤ 1)，

• Sm
s (r−2) → Sm+1

s+1 (1) ; x 7→ (
√
r2 − 1, x) (r ≥ 1)，

• Hm
s (−r−2) → Sm+1

s+1 (1) ; x 7→ (x,
√
1 + r2) (r > 0)，

• Em
s → Sm+2

s+1 (1) ; x 7→
(
r⟨x, x⟩s + rb− r

4
, rx,

√
1 + br2, r⟨x, x⟩s − rb+

r

4

)
(r > 0, br2 ≥ −1)，

• Em
s → Sm+2

s+2 (1) ; x 7→
(
r⟨x, x⟩s + rb− r

4
,
√
br2 − 1, rx, r⟨x, x⟩s + rb+

r

4

)
(r > 0, br2 ≥ 1)．

この擬球面Sn
p (1)内の全臍的部分多様体の分類は，不完全である．実際，例えば次の

例が含まれていない．

ψ : Sm
s (1) → Sm+2

s+1 (1) ; x 7→ (1, x, 1)

全測地的なものに合同に見えるが，そうはならない．
実際，ψの平均曲率ベクトル場を求めると，

H = (1, 0, · · · , 0, 1) ∈ Em+3
s+1

となり，光的になることが分かる（つまり全測地的でない）．



以上を踏まえ，非平坦な擬Riemann空間形内の全臍的部分多様体の完全な分類をし
たい．より厳密には，充満な全臍的部分多様体の合同類の分類をしたい．
等長はめ込みϕ : Mm

s → Mn
p (ε)が充満であるとは，MN

p (ϵ)内の任意の非退化な全測
地的部分多様体の中にも含まれないことをいう．
二つの擬Riemann多様体間の等長はめ込みf1, f2 :M

m
s → M̄n

p が合同であるとは，あ
る M̄の等長変換 gが存在して，f2 = g ◦ f1を満たすことをいう．

主結果
定理 5 (S.). ϕ :Mm

s → Sn
p (1)を充満な全臍的等長はめ込みとする．このとき，次のい

ずれかの一つの開部分に合同である：
(1) Sm

s (1) → Sm+1
s (1) ; x 7→ (x, 0) (全測地的)，

(2) Sm
s (1) → Sm+1

s+1 (1) ; x 7→ (0, x) (全測地的)，
(3) Sm

s (r−2) → Sm+1
s (1) ; x 7→ (x,

√
1− r2) (0 < r < 1)，

(4) Sm
s (r−2) → Sm+1

s+1 (1) ; x 7→ (
√
r2 − 1, x) (r > 1)，

(5) Sm
s (1) → Sm+2

s+1 (1) ; x 7→ (1, x, 1)，
(6) Hm

s (−r−2) → Sm+1
s+1 (1) ; x 7→ (x,

√
1 + r2) (r > 0)，

(7) Em
s → Sm+1

s+1 (1) ; x 7→
(
⟨x, x⟩s −

3

4
, x, ⟨x, x⟩s −

5

4

)
．

更に，Mm
s が測地的完備であれば，上記のいずれか一つに大域的に一致する．

定理 6 (S.). ϕ :Mm
s → Hn

p (−1)を充満な全臍的等長はめ込みとする．このとき，次の
いずれかの一つの開部分に合同である：
(1) Hm

s (−1) → Hm+1
s (−1) ; x 7→ (x, 0) (全測地的)，

(2) Hm
s (−1) → Hm+1

s+1 (−1) ; x 7→ (0, x) (全測地的)，
(3) Hm

s (−r−2) → Hm+1
s+1 (−1) ; x 7→ (

√
1− r2, x) (0 < r < 1)，

(4) Hm
s (−r−2) → Hm+1

s (−1) ; x 7→ (x,
√
r2 − 1) (r > 1)，

(5) Hm
s (−1) → Hm+2

s+1 (−1) ; x 7→ (1, x, 1)，
(6) Sm

s (r−2) → Hm+1
s (−1) ; x 7→ (

√
1 + r2, x) (r > 0)，

(7) Em
s → Hm+1

s (−1) ; x 7→
(
⟨x, x⟩s +

5

4
, x, ⟨x, x⟩s +

3

4

)
．

更に，Mm
s が測地的完備であれば，上記のいずれか一つに大域的に一致する．

定理5，6において，(5)はどちらもSn
p (1),Hn

p (−1)内の余次元2，余指数1である．ま
た，(7)の例からSn

p (1),Hn
p (−1)内のホロ球面と呼ぶべきものの合同類は唯一つである

ことも読み取れる．

補題 7 (Erbacher–Magid Reduction Theorem, [11], [13]). ϕ : Mm
s → En

pを等長はめ込
みとする．各点x ∈Mm

s に対し，次を定義する．

N0(x) := {ξ ∈ T⊥
x M | Aξ = 0}.

また，このとき第一法空間をN0(x)の直交 (補)空間として，定義する．すなわち，

N1(x) := (N0(x))⊥ = {ν ∈ T⊥
x M | ḡ(ν, ξ) = 0, ξ ∈ N0(x)}

で定められる．このとき，N1 =
∪

x∈M N1(x)が法束の部分束であり，法接続に関して
平行であるとすると，完備な (m + k)次元の (光的かもしれない)全測地的部分多様体
E∗ ⊂ En

pが存在して， ϕ(M) ⊂ E∗を満たす．ここで，k = rankN1である．



補題 8 (B. Y. Chen, [7]). ϕ :Mm
s → Sn

p (1) (resp. Hn
p (1))を等長はめ込み，ι : Sn

p (1) →
En+1

p (resp. En+1
p+1 )を包含写像とする．このとき，合成写像f = ι ◦ ϕを考えると，次が

成立する：

(1) ϕが平行平均曲率ベクトル場を持つことの必要十分条件は， fが平行平均曲率ベ
クトル場を持つことである；

(2) ϕが平行であることの必要十分条件は，fが平行であることである；

(3) ϕが全臍的であることの必要十分条件は，fが全臍的であることである．

以下は，主結果である定理5，6の証明のスケッチである．
ϕ :Mm

s → Sn
p (1)が全臍的等長はめ込みと仮定する．ϕを包含写像 ι : Sn

p (1) ↪→ En+1
p を

用いて，En+1
p への等長はめ込みとみなす．このとき，補題8より，f := ι◦ϕ :Mm

s → En+1
p

は全臍的等長はめ込みになることが分かる．Erbacher–Magid Reduction Theoremよ
り，ある (m+ 1)次元全測地的部分多様体E∗ ⊂ En+1

p が存在して，f(M) ⊂ E∗となる．
従って， ϕ(M) ⊂ Sn

p (1)∩E∗であるため，E∗の場合分けをして，各個撃破する．En+1
p

の等長変換により，E∗はEm+1
s ,Em+1

s+1 ,Π
m
s,m−s,1,Π

m
s+1,m−s−1,1のいずれかに一致する．最

後にE∗の平行移動を考慮し，直接Sn
p (1)との共通部分を計算することで，主結果の分

類を得る．以下は，E∗がなり得る候補である．

Em+1
s + vS ⊂ Em+2

s ⊂
⊂

Em+1
s ⊂ Em+1

s + vT ⊂ Em+2
s+1 ⊂ En+1

p ,

⊂
Em+1

s + vL ⊂ Em+3
s+1 ⊂

Πm+1
s,m−s,1 + vS ⊂ Em+3

s+1

⊂ ⊂

⊂ Πm+1
s,m−s,1 + vT ⊂ Em+3

s+2 ⊂
Πm+1

s,m−s,1 En+1
p .

⊂ Πm+1
s,m−s,1 + vL ⊂ Em+4

s+2 ⊂

⊂ ⊂

Πm+1
s,m−s,1 +N ⊂ Em+2

s+1

ここで，vS, vT , vLはそれぞれ空間的，時間的，光的ベクトルであり，Nは次で与えら
れる．

N :=
1

2
(−1, 0, · · · , 0, 1) ∈ En+1

p .

擬双曲空間の場合も議論は平行である．

注意 9. Πm
s,t,rは，Em+n

p 内の符号数 (s, t, r)の標準 r-光的m-平面であり，次で定義さ
れる．

Πm
s,t,r := {(z1, · · · , zr, x1, · · · , xs, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

p

, y1, · · · , yt, z1, · · · , zr, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
m+n−p

) ∈ Em+n
p }.

特に， Πm
s,t,rは，Em+n

p 内の全測地的光的部分多様体である [5]．



応用
Mm

s , M̄
n
p を擬Riemann多様体，次の写像空間を定義する．

{ϕ :M → M̄ | ϕ :等長はめ込み} (⊂ C∞(M, M̄)).

M(M, M̄)を M̄n
p の等長変換群で割った商空間，すなわち，合同類全体のなす空間と

する．
M(M, M̄)を等長はめ込みϕ : M → M̄のモジュライ空間と呼ぶ．また，ϕが全臍的
の場合のモジュライ空間をM̃(M, M̄)(⊂ M(M, M̄))で表すことにする．

定理 10 (S.). 上記の準備の下，次が成立する．

M̃
(
Mm

s (ε),Mn
p (ε)

) homeo.∼={
{pt.} (n = m+ 1, s ≤ p ≤ s+ 1, or n = m+ 2, p = s) ,

(X,OX) (n ≥ m+ 2, p ≥ s+ 1)

ここで，ε ∈ {0,±1}，(X,OX)は2点集合X = {g, u}に位相構造OX = {∅, {u}, {g, u}}
を定めた位相空間で，連結な非Hausdorff空間であることに注意する．

系 11 (S.). n ≥ m+2, p ≥ s+1, ε ∈ {0,±1}とする．等長はめ込みϕ : Mm
s (ε) → Mn

p (ε)

のモジュライ空間M(Mm
s (ε),Mn

p (ε))は非Hausdorff空間である．

これは，空間形の間の等長はめ込みの完全な分類が，余次元や余指数が高い場合に
困難を極める可能性を示唆する．
最後に，平行部分多様体についての応用を一つ与える．ϕ :Mm

s → M̄n
p を擬Riemann

多様体間の等長はめ込みとする．ϕが平行であるとは，その第二基本形式hが平行であ
ることをいう．
外空間 M̄が擬Riemann空間形Mn

p (ε)のとき，Mが全臍的ならば，その平均曲率ベ
クトル場が平行になるので，Mは平行である．更に，Mが平行部分多様体であること
と局所対称部分多様体の概念は等価であり，特に，Mが完備平行部分多様体であるこ
とと，対称部分多様体 (外的対称空間)であることは同値である．従って，定理5，6で
得られた部分多様体はすべて対称部分多様体である．
等長はめ込みϕ :Mm

s → Mn
p (ε)が実質的であるとは，擬Riemann空間形Mn

p (ε)内の
任意の非退化な全臍的部分多様体にも含まれないことをいう．従って，定義より，ϕが
実質的であれば，充満である．
Ferus，竹内によって，Riemann空間形内の平行部分多様体は完全に分類されている

[12, 15]．

命題 12 (S.). Mm
s を既約な擬Riemann対称R空間とする．すなわち，擬Riemann対

称空間の線形イソトロピー表現の軌道とする [3, 14]．φ : Mm
s → Sn

p (1)を標準埋め込
み，ψ : Sn

p (1) → Sn+2
p+1 (1)をx 7→ (1, x, 1)とする．このとき，

χ := ψ ◦ φ :Mm
s → Sn+2

p+1 (1)

は実質的でないが，充満であり，Sn+2
p+1 (1)内の完備平行部分多様体である．更に，φ(M

m
s )

は，Sn
p (1)内の平均曲率零部分多様体であるが，χ(M

m
s )は，Sn+2

p+1 (1)内の平均曲率零部
分多様体ではない．しかしながら，平均曲率ベクトル場は平行であり，かつ光的であ
る (marginally trapped部分多様体)．



この現象は，Riemann幾何の場合では起き得ない．実際，既約な対称R空間の球面
への充満で，平行な等長はめ込みは，標準埋め込みに合同であるといった剛性が成立
するため，常に極小部分多様体になる．
最後に，B. Y. Chenらは，擬Riemann空間形内の空間的，時間的な平行曲面を明示
的にすべて分類した．平行部分多様体の良いサーベイである [6]を参照してほしい．[7]

において，彼は次のようなコメントを残している．
“The explicit classifications of parallel pseudo-Riemannian submanifolds in indefinite

real space forms are much more complicated than parallel submanifolds in real space

forms.”

実際，S4
2(1)内に24個の時間的平行曲面の族，H4

2(−1)内に53個の時間的平行曲面の
族が存在することを示している [8, 9]．しかしながら，その多くの平行曲面は，充満で
はあるが，実質的ではない．従って，完備な平行部部分多様体であって，実質的なも
のの明示的な分類ならば，実行可能なのかもしれない．
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