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例外型コンパクトLie群G2の八元数の自己同型群としての実現を利用して、G2

の極大対蹠部分群の具体的な記述を共同研究者の保倉さんが湯沢 2016で発表した。
今回はその具体的な記述をより直接的に示す。さらに、G2の極地として実現でき
る例外型コンパクト対称空間G2/SO(4)の極大対蹠集合と有向実Grssmann多様
体 G̃3(R7)の極大対蹠集合の関係を明らかにし、その観点から八元数の演算表に二
元体上の射影平面である Fano平面が現れる理由を説明する。
G2を八元数Oの自己同型群として記述するため、まず八元数の積の定め方を復
習しておく。四元数体をH で表す。O := H ×H とおき、次式でOの元の積を
定める。

(m, a)(n, b) = (mn− ba, an+ bm) ((m, a), (n, b) ∈ O)

実ベクトル空間 V の正則線形変換全体の成す一般線形群をGLR(V )で表す。

Aut(O) := {α ∈ GLR(O) | α(xy) = (αx)(αy) (x, y ∈ O)}

とおくと、Aut(O)はG2型の連結コンパクト Lie群であることがわかる。これを
簡単にG2で表す。写像 ψ : Sp(1)2 → GLR(O)を

ψ(p, q)(m, a) := (qmq, paq) ((p, q) ∈ Sp(1)2, (m, a) ∈ O)

と定めると、ψの像はG2に含まれ、ψはSp(1)2からG2へのLie群の準同型写像に
なる。kerψ = {±(1, 1)}となり、G2における γ := ψ(1,−1)の中心化群 ZG2(γ) =

{g ∈ G2 | gγg−1 = γ}は

ZG2(γ) = ψ(Sp(1)2) ∼= Sp(1)2/{±(1, 1)} ∼= SO(4)

を満たすことがわかる (Yokota[Yo])。ψ(Sp(1)2)を簡単に SO(4)と書くことにす
る。γ2 = eとなり、軌道 {gγg−1 | g ∈ G2} ∼= G2/SO(4)は対称空間になる。
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M をコンパクトRiemann対称空間とする。各 x ∈M の点対称を sxで表す。M
の部分集合Aの任意の元 x, yについて sx(y) = yが成り立つとき、AをM の対蹠
集合という。さらに、Mの対蹠集合の内、包含関係で極大なものをMの極大対蹠
集合と呼ぶ。さらに元の個数が最大の対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。大対蹠集合
の元の個数をMの 2-numberといい、#2Mで表す。集合Xの変換 fの不動点集
合を F (f,X)で表す。F (sx,M)の各連結成分を極地と呼ぶ。極地は一点または全
測地的部分多様体になる。これらはChen-Nagano[CN1], [CN2]の導入した概念で
ある。極地を調べることが対蹠集合を調べることの手がかりになる。
極大対蹠集合の例を挙げておく。Rn+1 の原点を中心とし半径 rの n次元球面

Sn(r)の場合、x ∈ Sn(r)に対して {±x}は極大対蹠集合になる。Sn1(r1)×Sn2(r2)

の場合、x ∈ Sn1(r1)と y ∈ Sn2(r2)に対して {(±x,±y)}は極大対蹠集合になる。
(Sn1(r1)×Sn2(r2))/{±1}の場合は、Rn1+1の直交基底 x1, . . . , xn1+1とRn2+1の直
交基底 y1, . . . , yn2+1をとると

{[x1,±y1], . . . , [xk,±yk]}

は極大対蹠集合になる。ここで、k = min{n1, n2}+ 1である。
Gがコンパクト Lie群のとき、Gには両側不変Riemann計量が存在し、それに
関してGはRiemann対称空間になる。x ∈ Gにおける点対称 sxは

sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

と表すことができ、点対称を代数的に表現できる。コンパクト Lie群を Riemann

対称空間とみなすことにより、その代数構造を幾何学的観点から調べることがで
きる。単位元 eを含むGの極大対蹠集合は有限 Abel部分群になり、Z2のいくつ
かの積 Z2 × · · · × Z2に同型になることがわかる。コンパクト Lie群の場合には、
極大対蹠集合を調べるにはこのような極大対蹠部分群を調べればよいことになる。
極大対蹠部分群を求めるには

F (se, G) = {x ∈ G | x2 = e}

を調べることが重要になる。Gが連絡の場合には F (se, G)を次のように求めるこ
とができる。T をGの極大トーラスとする。

G =
∪
g∈G

gTg−1

が成り立つので、

F (se, G) =
∪
g∈G

gTg−1 ∩ F (se, G) =
∪
g∈G

gF (se, T )g
−1.

F (se, T )を求めれば、F (se, T )に共役な元の全体として F (se, G)を求めることが
できる。さらに F (se, G)からGの極大対蹠部分群が得られる。
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AをGの極大対蹠部分群とする。x(̸= e) ∈ A∩F (se, G)をとると、AはAbel群
であることから、Aは xのGにおける中心化群ZG(x)に含まれる。AはGの極大
対蹠部分群なので、ZG(x)の極大対蹠部分群でもある。これにより、Gの極大対蹠
部分群の分類は F (se, G)の各元 xに対するZG(x)の極大対蹠部分群の分類に帰着
する。今回はこの方針でG2の極大対蹠部分群の分類を与える。これは湯沢 2016

での保倉さんの講演の分類の方針とは異なる。また、湯沢 2015で私が行った古典
型コンパクト Lie群およびその商群の極大対蹠部分群の分類に関する解説の分類
の方針とも異なる。コンパクトLie群に応じて極大対蹠部分群の分類の適切な手法
は異なるようである。
これ以降はG2の極大対蹠部分群の分類を考える。G2 ⊃ ψ(Sp(1)2) ∼= SO(4)は
どちらもコンパクトLie群としての階数は 2である。T = {ψ(eis, eit) | s, t ∈ R} と
おくと、T は ψ(Sp(1)2)とG2の極大トーラスになる。すでに示した一般論より

F (se, G2) =
∪
g∈G2

gF (se, T )g
−1

が成り立つ。ψの定義より具体的に計算すると

F (se, T ) = {ψ(1,±1), ψ(i,±i)}

がわかる。ψ(1, 1) = eであり、ψ(1,−1) = γとおいたので

F (se, G2)\{e} =
∪
g∈G2

g{γ, ψ(i,±i)}g−1

となる。他方、Yokota[Yo]より

S(i,0)(G2) = {g ∈ G2 | g(i, 0) = (i, 0)} ∼= SU(3)

が成り立ち、γ, ψ(i,±i) ∈ S(i,0)(G2)がわかる。F (se, SU(3))\{e}は単一の軌道で
あることが行列の計算によってわかる。したがって、∪

g∈S(i,0)(G2)

g{γ, ψ(i,±i)}g−1 = {gγg−1 | g ∈ S(i,0)(G2)}

であり、

F (se, G2)\{e} =
∪
g∈G2

g{γ, ψ(i,±i)}g−1 = {gγg−1 | g ∈ G2}

となり、F (se, G2)\{e}は連結になる。AをG2の極大対蹠部分群とする。必要なら
Aを共役なものに取り換え γ ∈ Aとできる。AはAbel群なので、A ⊂ ZG2(γ) =

ψ(Sp(1)2)となる。ψ(Sp(1)2)は球面の積からの二重被覆で得られるので、極大対
蹠集合はΨ = {ψ(p,±p) | p = 1, i, j,k}に合同になる。よって、AはΨに共役に
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なる。さらにG2の極大対蹠部分群は共役を除いてΨのみであることもわかる。以
上より#2G2 = 23である。Ψ ∼= Z2 × Z2 × Z2なので、G2の極大対蹠部分群Ψは
G2の極大トーラスに収まらない。そこで、M+

1 = F (se, G2)\{e}とおくと、

F (se, G2) = {e} ∪M+
1 , M+

1 = {gγg−1 | g ∈ G2} ∼= G2/SO(4)

と書ける。これらより、M+
1 の極大対蹠集合は合同を除いて

Ψ1 = {γ, ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)}

のみである。したがって、#2M1 = 7である。F (sγ,M+
1 )の {γ}以外の連結成分も

唯一つであり、それをM+
1,1とおくと、

F (sγ,M
+
1 ) = {γ} ∪M+

1,1,

M+
1,1 = {ψ(p, q) ∈ ψ(Sp(1)2) | p2 = q2 = −1} ∼= (S2 × S2)/{±(1, 1)}

が成り立つ。M+
1,1の極大対蹠集合は {ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)}に合同になる

こともわかる。したがって、#2M1,1 = 6である。
Oの積は結合律を満たさないが、結合律を満たす 4次元部分空間が存在し四元
数Hと同型になる。結合律を満たす部分空間は 1を含むのでその直交補空間で定
まり、直交補空間は ImO = ImH ×Hに含まれる。そこで、これらを G̃ass(ImO)

と表す。この各元は ImOの実 3次元部分空間であるが、積演算により自然に向
きが定まる。よって、G̃ass(ImO)はR7 = ImO内の有向 3次元部分空間全体の成
す有向実Grassmann多様体 G̃3(R7)の部分多様体とみなせる。G̃ass(ImO)にはG2

が推移的に作用し、ImHにおけるイソトロピー部分群は SO(4)になる。よって、
G̃ass(ImO) ∼= G2/SO(4) が成り立つ ([HL])。さらに G̃ass(ImO) ⊂ G̃3(R7) は全測
地的部分多様体になる。(四元数構造に関する四元数部分多様体になっている。)

特に G̃ass(ImO)の対蹠集合は G̃3(R7)の対蹠集合になる。
G̃3(R7)の対蹠集合についてはすでに次のことがわかっている。[7]を 1から 7ま
での整数の集合とし、

(
[7]
3

)
を [7]内の 3点からなる部分集合の全体とする。部分集

合A ⊂
(
[7]
3

)
の任意の α, βについて差集合の元の個数 |α\β|が偶数になるとき、A

を
(
[7]
3

)
の対蹠集合という。e1, . . . , e7を R7の正規直交基底とする。

(
[7]
3

)
の極大対

蹠集合Aに対して

{±⟨eα1 , eα2 , eα3⟩ | α = {α1, α2, α3} ∈ A}

は G̃3(R7)の極大対蹠集合になる。ここで、±⟨eα1 , eα2 , eα3⟩ は eα1 , eα2 , eα3の張る 3

次元部分空間の両方の向きを考えたものである。逆に G̃3(R7)の任意の極大対蹠集
合はこの形のものに合同になる。さらに、

(
[7]
3

)
の極大対蹠集合は二元体上の射影

平面である Fano平面の直線全体と同等なもののみである。以上は [T]の結果であ
る。下図の線分および円上の 3点集合全体が Fano平面の直線である。
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Fano平面の点の個数と直線の個数はどちらも 7である。M+
1
∼= G̃ass(ImO)の極

大対蹠集合Ψ1 = {γ, ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)} も 7点集合であり、Ψ1の各元
の両方の向きのものを集めた {±a | a ∈ Ψ1} は G̃3(R7)の極大対蹠集合になる。し
たがって、Ψ1は上記の Fano平面から定まり、Fano平面の形からAには ImOの
基底のすべての 7つの元が現れ、それらの任意の 2元を含む部分集合がAに存在
する。したがって、AはOの演算を定め、それが Fano平面によって定まってい
る。これがOの演算表に Fano平面が現れる理由である。
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