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4.1. 特性関数とモーメント
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4.1. 特性関数とモ メント

何故特性関数が必要か

• 特性関数は確率密度関数 のフーリエ変換

(Fourier Transform) として定義される.
• 確率変数 X の特性関数と分布は一対一対応をし

ている.
特性関数がわかれば 分布がわかる
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• 特性関数がわかれば X の分布がわかる.
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の分布は

ex)

i.i.d は ‘Independently and Identically Distributed’ の略記で
∼i.i.d. で独立に同一の分布に従うという意味となる.

定義 4.1
確率変数 X の分布を PX とする． f(x) を, PX が

連続型のときは確率密度関数, 離散型のとき

は確率関数を表すとする． R 上で定義された

関数 ( ) E( ) ( )itX
X t e tϕ = ∈ R
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を X の特性関数という (確率密度関数 f のフーリ

エ変換)．
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Example 4.1

二項分布, ポアソン分布, 一様分布, 正規分布の

特性関数は, 次のように与えられる.

(二項分布) X∼B(n,p)⇒ϕX(t)={1+p(eit–1)}n. 
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( ) ( , ) ϕX( ) { ( )}

(ポアソン分布) X∼p(λ)⇒ϕX(t)=exp{λ(eit–1)}.

(一様分布) X∼U(0,1)⇒ϕX(t)=(eit–1)/it.

(正規分布) X∼N(μ,σ2)⇒ϕX(t)=exp(itμ–σ2t2/2).

Ex 4.1 の導出法 (正規分布, 二項分布)

確率統計 A,  2012年7月10日: P.6



2

定理 4.1

(1) ϕX(0)=1. 
(2) |ϕX(t)|≤1.
(3) ϕX(t) は一様連続である.
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(4) ϕcX+d(t)=eitdϕX(ct).
(5) E(|X|n)<∞ であれば ϕX(t) は Cn クラス

(連続な n 次導関数が存在) で,

0
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定理4.1 の証明
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Example 4.2

特性関数が得られているとすると, 各分布の平均, 
分散等を定理 4.1 (5) を利用して簡単に求めるこ

とができる. 例えば, 正規分布の場合, 
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Example 4.2 の証明
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定義 4.2
(多次元分布の特性関数) X を p 次元確率変数, t∈Rp

とし,
1 1
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X t

p=1 のときは定義4.1と一致する.
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とする. このとき

を X の特性関数という．

ex 4.3) X∼Np(μ,Σ) ⇒ ϕX(t)=exp(it′μ−t′Σt/2).

1
( ) E[exp( )] E exp( ) ,
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i it Xϕ
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Ex 4.3 の導出

確率統計 A,  2012年7月10日: P.12



3

定義 4.2 のおまけ 1
(多次元確率変数の関数として表されている確率変数

の特性関数) X=(X1,…,Xp)′ を p 次元確率変数とし, 
S(X) を X で構成される確率変数とする.  このとき, X
の同時密度関数を f(x) とし, t∈R とすると, S(X) の特

性関数は,  
( ) ( )its f⎧⎪∑ x 離散型
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で定義される.
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X∼ のとき

の特性関数は 

正規分布の特性

1. X∼N(μ,σ2)とする. 定数a, b(>0) に対して, 
Y=a+bXとおくと, Y∼N(a+bμ,b2σ2)となる.

2. X1,…,Xnは互いに独立で, それぞれ
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Xj∼N(μj,σ2)であるとする. このとき, 
X=(X1,…,Xn)′∼Nn(μ,σ2In)となる. ただし, 
μ=(μ1,…,μn)′でありInはn次の単位行列を表

す.  

Ex 4.4 の導出
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正規分布の特性の証明
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定義 4.2 のおまけ 2
(特性関数と確率変数の独立性)  X=(X1,X2)′, t=(t1,t2)′
とする. このとき,

1 21 2 1 2( ) ( ) ( ).X XX X t tϕ ϕ ϕ⇔ =X tと が独立

⇒簡単な証明 )
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定理 4.2

次の右辺の期待値が存在すれば等式が成り立つ.
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定理 4.1 (5) の多次元版: 
p=1 のときは一致する.


