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4.2. 分布と特性関数

定理 4.3 (反転公式)
確率変数X の分布関数, 特性関数をそれぞれ, FX , φX とする. このと
き, FX の連続点 a, b (a < b)において

FX(b)− FX(a) = lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φX(t)dt

が成り立つ.
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補題 4.2

(1) ∀y ≥ 0に対して, 0 ≤ (sgnα)

∫ y

0

sinαx

x
dx ≤

∫ π

0

sinx

x
dx.

(2)

∫ ∞

0

sinαx

x
dx =

π

2
sgnα.

ただし

sgnα =

 1, α > 0
0, α = 0

−1, α < 0.
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補題 4.2の証明 (1/5)

(1) α ̸= 0 とする.

z = αx とおくと dx =
dz

α

(sgnα)

∫ y

0

sinαx

x
dx = (sgnα)

∫ αy

0

sin z

z
dz

=


∫ αy

0

sin z

z
dz (α > 0)∫ 0

−αy

sin z

z
dz =

∫ |α|y

0

sin z

z
dz (α < 0)

なので, α = 1 の場合に証明すればよい.
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補題 4.2の証明 (2/5)

0 < π < 2π < · · · < nπ ≤ y (n は正数) とし, ȳ = y − nπ とおく.∫ y

0

sinx

x
dx =

∫ π

0

sinx

x
dx+

∫ 2π

π

sinx

x
dx+ · · ·+

∫ nπ+ȳ

nπ

sinx

x
dx

t = x− kπ とおくと∫ kπ+z

kπ

sinx

x
dx = (−1)k

∫ z

0

sinx

x+ kπ
dx

より∫ y

0

sinx

x
dx = a0 − a1 + a2 − · · ·+ (−1)n−1an−1 + (−1)na∗n

ak =

∫ π

0

sinx

x+ kπ
dx (0 ≤ k < n), a∗n =

∫ ȳ

0

sinx

x+ nπ
dx,

a0 > a1 > a2 > · · · > an−1 > a∗n より

a0 − a1 + . . .+ (−1)a∗n ≤ a0
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補題 4.2の証明 (3/5)

(2) α = 1 の場合を示せばよい.
y > 0 に対して, nπ ≤ y < (n+ 1)π となる n を ny と表す.

limy→∞ a∗ny
= 0 であるから

lim
y→∞

∫ y

0

sinx

x
dx = lim

y→∞

{
ny∑
k=0

(−1)kak + a∗ny

}
= lim

n→∞

n∑
k=0

(−1)kak

Sn =

n∑
k=0

(−1)kak とおくと

S2m−1 < S2m+1 < a0 (m = 1, 2, · · · ),
S2m − S2m−1 = a2m → 0 (m → ∞)

であるから
∞∑
k=0

(−1)kak は収束し,

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

∞∑
k=0

(−1)kak
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補題 4.2の証明 (4/5)

∫ ∞

0

sinx

x
dx = lim

a→0+0
lim
b→∞

∫ b

a

sinx

x
dx

1

x
=

∫ ∞

0

e−uxdu を用いて∫ b

a

sinx

x
dx =

∫ b

a

{∫ ∞

0

e−ux sinxdu

}
dx

と表す. a ≤ x ≤ b のとき

|e−ux sinx| ≤ e−au,

∫ ∞

0

e−audu =
1

a
< ∞

であるから ∫ b

a

sinx

x
dx =

∫ ∞

0

{∫ b

a

e−ux sinxdx

}
du∫ b

a

e−ux sinxdx =

[
e−ux

1 + u2
(− cosx− u sinx)

]b
x=a

(↑ 原始関数)
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補題 4.2の証明 (5/5)

x ≥ 0 ならば∣∣∣∣ e−ux

1 + u2
(− cosx− u sinx)

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + u2

{
1 + (e−xuux) ·

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣} ≤ C

1 + u2

より, ∣∣∣∣∣
∫ b

a

e−ux sinxdx

∣∣∣∣∣ ≤ 2C

1 + u2
,

∫ ∞

0

2C

1 + u2
du < ∞

であるから

lim
a→0+0

lim
b→∞

∫ ∞

0

{∫ b

a

e−ux sinxdx

}
du

=

∫ ∞

0

lim
a→0+0

lim
b→∞

[
e−ux

1 + u2
(− cosx− u sinx)

]b
x=a

du

=

∫ ∞

0

1

1 + u2
du =

π

2 (↑ uに関して広義一様収束)
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定理 4.3の証明 (1/3)

(連続型の場合)

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φX(t)dt

=
1

2π

∫ T

−T

{∫ ∞

−∞

e−ita − e−itb

it
· eitxfX(x)dx

}
dt = (A)∣∣∣∣e−ita − e−itb

it
eitxfX(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

e−itudu

∣∣∣∣∣fX(x) ≤ |b− a|fX(x),∫ ∞

−∞
|b− a|fX(x)dx = |b− a| < ∞

より

(A) =

∫ ∞

−∞

∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

2πit
dtfX(x) =

∫ ∞

−∞
I(T, x, a, b)fX(x)dx
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定理 4.3の証明 (2/3)

I(T, x, a, b) =

∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

2πit
dt

=
1

π

∫ T

0

sin{t(x− a)}
t

dt− 1

π

∫ T

0

sin{t(x− b)}
t

dt

補題 4.2(1) より

∥I(T, x, a, b)∥ ≤ 2

π

∫ π

0

sin t

t
dt

であるから

lim
T→∞

∫ ∞

−∞
I(T, x, a, b)fX(x)dx =

∫ ∞

−∞
lim

T→∞
I(T, x, a, b)fX(x)dx
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定理 4.3の証明 (3/3)

補題 4.2(2) より

I(x, a, b) = lim
T→∞

I(T, x, a, b) =


0, x < a
1/2, x = a
1, a < x < b
1/2, x = b
0, x > b∫ ∞

−∞
I(x, a, b)fX(x)dx =

∫ b

a

fX(x)dx = FX(b)− FX(a)

(離散型の場合)
連続型の証明で, x と t についての積分の順序交換の部分が項別積分と
なり, X の取り得る値を {x1, x2, . . .} とすると

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕX(t)dt =

∞∑
k=1

I(xk, a, b)fX(xk)

=
1

2
P(X = a または X = b) + P(a < X < b) = FX(b)− FX(a)
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補題 4.3 (k = 1の場合)
F (x) を分布関数とすると, F (x) の不連続点は高々可算である. した
がって, F (x) の連続点の全体は, R で稠密である

証明 F (x) は右連続であるから, a が不連続点ならば
F (a)− F (a− 0) > 0. n を自然数として

Dn =

{
a ∈ R; F (a)− F (a− 0) >

1

n

}
とおくと, F (x) の不連続点の全体は, D :=

∪∞
n=1 Dn と表される.

#Dn ≤ n であるから, D は高々可算である.
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一意性定理 (1/2)

定理 4.4 (一意性定理)
確率変数X1, X2 の確率分布をそれぞれ µ1, µ2 とする. また, それらの
特性関数をそれぞれ φ1, φ2 とする. このとき

φ1 = φ2 ⇔ µ1 = µ2

が成り立つ.

証明⇐ は定義から明らか
⇒ を示す.
F1, F2 : µ1, µ2 の分布関数

D = {x; F1(x), F2(x) が共に連続 }

とする.
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一意性定理 (2/2)

補題 4.3 より D は R で稠密であるから,
任意の x ∈ D に対して, yn < x で, limn→∞ yn = −∞ である点列
{yn}n∈N が存在する. 定理 4.3 より

F1(x) = lim
n→∞

{F1(x)− F1(yn)} = lim
n→∞

{F2(x)− F2(yn)} = F2(x) (1)

補題 4.3 より x /∈ D に対して, x < yn で limn→∞ yn = x となる点列
{yn}n∈N が存在する. (1) より

F1(x) = lim
n→∞

F1(yn) = lim
n→∞

F2(yn) = F2(x)
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再生性

例 4.4 (再生性)
X1 +X2 の特性関数を求めることにより, 次の結果が得られる.

(1) X1 ∼ B(m, p), X2 ∼ B(n, p), X1 とX2 は互いに独立
⇒ X1 +X2 ∼ B(m+ n, p).

(2) X1 ∼ p(λ1), X2 ∼ p(λ2), X1 とX2 は互いに独立
⇒ X1 +X2 ∼ p(λ1 + λ2).

(3) X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2), X1 とX2 は互いに独立

⇒ X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

注 4.2
例 4.4 のように, X1, X2 が独立で, それぞれの分布が, ある分布族に含
まれるとき, X1 +X2 の分布も同じ分布族に含まれるならば, その分布
族は再生性を持つという. したがって, 正規分布族, ポアソン分布族, 成
功確率 pを固定した 2項分布族は再生性を持つ.
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