
演習問題の略解

4.1-1. 　

X ∼ B(n, p) ２項分布

ϕX(t) =
n∑

k=0

eitk n!
k!(n− k)!

pk(1 − p)n−k

=
n∑

k=0

n!
k!(n− k)!

(
eitp

)k(1 − p)n−k =
{
eitp + (1 − p)

}n

X ∼ P (λ) ポアッソン分布

ϕX(t) =
∞∑

k=0

eitke−λ λ
k

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(
eitλ

)k 1
k!

= e−λ exp
(
eitλ

)

X ∼ U(0, 1) 一様分布 　

t �= 0 のとき

ϕX(t) =
∫ 1

0

eitxdx =
∫ 1

0

cos(tx)dx + i

∫ 1

0

sin(tx)dx =
1
t

sin t− i

t
(cos t− 1)

=
1
it

(eit − 1)

X ∼ N(µ, σ2) 正規分布 　

Y = X−µ
σ とおくと，Y ∼ N(0, 1) となる．X = µ + σY より

ϕX(t) = E[eit(µ+σY )] = eitµE[ei(tσ)Y ] = eitµϕY (σt)

Y の特性関数は

ϕY (t) =
∫ ∞

−∞

1√
2π

eitxe−x2/2dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
cos(tx)e−x2/2dx +

i√
2π

∫ ∞

−∞
sin(tx)e−x2/2dx

奇関数だから，
∫ ∞

−∞
sin(tx)e−x2/2dx = 0.

I(t) =
∫ ∞

−∞
cos(tx)e−x2/2dx とおくと，

d

dt
I(t) =

∫ ∞

−∞

∂

∂t
cos(tx)e−x2/2dx =

∫ ∞

−∞
sin(tx)(−x)e−x2/2dx

= [sin(tx)e−x2/2]∞−∞ − t

∫ ∞

−∞
cos(tx)e−x2/2dx = −tI(t)

微分方程式をとく，I(0) = 1 をみたす解は，I(t) = e−t2/2.
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4.1-2. 　

(1)

ϕ(X,Y )(t1, t2) =
n∑

j=0

n−j∑
k=0

ei(jt1+kt2)
n!

j!k!(n− j − k)!
pjqk(1 − p− q)n−j−k

=
n∑

j=0

n−j∑
k=0

n!
j!k!(n− j − k)!

(
peit1

)j(
qeit2

)k(1 − p− q)n−j−k

= (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)n

(2)

E[XY ] = − ∂2

∂t1∂t2
ϕ(X,Y )(0, 0)

= −n(n− 1)(peit1 + qeit2 + 1 − p− q)n−2pieit1qieit2 |t1=0,t2=0

= n(n− 1)pq

4.2-1. (1) ϕX1(t) = {eitp + (1 − p)}m, ϕX2(t) = {eitp + (1 − p)}n より

ϕX1+X2(t) = {eitp + (1 − p)}m{eitp + (1 − p)}n = {eitp + (1 − p)}m+n

(2) ϕX1(t) = exp{(eit − 1)λ1}, ϕX2(t) = exp{(eit − 1)λ2} より
ϕX1+X2(t) = exp{(eit − 1)λ1} exp{(eit − 1)λ2} = exp{(eit − 1)(λ1 + λ2)}

(3) ϕX1(t) = exp{itµ1 − t2σ2
1/2}, ϕX2(t) = exp{itµ2 − t2σ2

1/2} より
ϕX1+X2(t) = exp{itµ1−t2σ2

1/2} exp{itµ2−t2σ2
2/2} = exp{it(µ1+µ2−t2(σ2

1+σ2
2)/2}

4.2-2. 　

(1)

ϕ(X1,X2)(t1, t2) = (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)m

ϕ(Y1,Y2)(t) = (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)n

より

ϕ(X1+Y1,X2+Y2)(t1, t2) = (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)m(peit1 + qeit2 + 1 − p− q)n

= (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)m+n

(2) ϕX,Y (t1, t2) = (peit1 + qeit2 + 1 − p− q)n より，

ϕX(t) = ϕX,Y (t, 0) = (peit + 1 − p)n

5.1-1 　

(1) E(Xj) = p (j = 1, · · · , n) なので，大数の法則．
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(2) 計算すると E( 1
n
Xn) = p,Var(nXn) = p(p−1)

n
となり，チェビシェフの不等式よ

り任意の正の数 ε に対して

P(| 1
n
Xn − p| > ε) ≤ p(1 − p)

nε2
→ 0 (n → ∞)

5.1-2 　

(1) E(Xj) = λ (j = 1, · · · , n) なので，大数の法則．

(2) 計算すると E( 1
n
Xn) = λ,Var( 1

n
Xn) = λ

n
となり，チェビシェフの不等式より任

意の正の数 ε に対して

P(| 1
n
Xn − λ| > ε) ≤ λ

nε2
→ 0 (n → ∞)

5.1-3 　

(1)

ϕX(t) = e−t2/2, ϕ′
X(t) = −te−t2/2, ϕ′′

X(t) = (t2 − 1)e−t2/2,

ϕ
(3)
X (t) = −(t3 − 3t)e−t2/2, ϕ

(4)
X (t) = (t4 − 6t2 + 3)e−t2/2

より
E(X) = 0, E(X2) = 1, E(X3) = 0, E(X4) = 3.

(2) E(Y ) = E(X2) = 1, Var(Y ) = E{(X2 − 1)2} = 2.

(3) 大数の法則より，Zn → E(Y ) = 1 in P . c = 1 である．

5.2-1 　

(1)

P(Vn > v) = P(X1 > v, · · · , Xn > v) =
n∏

j=1

P(Xj > v) = (1 − v)n

Vn の分布関数は，P(Vn ≤ v) = 1 − (1 − v)n.

(2) U(0) の分布関数は，v = 0 以外の任意の点で連続である．0 < v ≤ 1 のときは，

lim
n→∞{1 − (1 − v)n} = 1

で，U(0) の分布関数の値に収束する．

(3) 実数 v > 0 を固定する．n が十分大きいとき， v
n < 1 となり，

P(Zn ≤ v) = P(Vn ≤ v

n
) = 1 − (

1 − v

n

)n → 1 − e−v (n → ∞)

したがって，指数分布 E(1) に分布収束する．

5.2-2 　
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(1) 0 ≤ x ≤ 1 のとき

P(Xi ≤ x) =
∫ x

0

2tdt = x2

P(Un ≤ x) = P(X1 ≤ x, · · · , Xn ≤ x) =
n∏

j=1

P(Xj ≤ x) = x2n

(2) U(1) の分布関数は，x = 1 以外の任意の点で連続である．0 ≤ x < 1 のときは，

lim
n→∞x2n = 0

で，U(1) の分布関数の値に収束する．

(3) 実数 x > 0 を固定する．n が十分大きいとき， x
n < 1 となり，

P(Wn ≤ x) = P
(
1 − x

n
≤ Un

)
= 1 − (

1 − x

n

)2n → 1 − e−2x (n → ∞)

したがって，指数分布 E(2) に分布収束する．

5.3-1 (1) E(Xj) = p, Var(Xj) = p(1 − p) なので，中心極限定理より標準正規分布に分

布収束する．

(2) X1, · · · , Xn ∼ i.i.d. B(1, p) のとき，２項分布の再生性より X1 + · · · + Xn ∼
B(n, p). したがって，(1) の

√
n
( 1
n

(X1 + · · ·+ Xn) − p
)
/
√

p(1 − p)

と，(2)の
(Xn − np)/

√
np(1 − p)

は，同じ分布にしたがい，n → ∞ のとき同じ分布に分布収束する．

5.3-2 (1) E(Xj) = λ, Var(Xj) = λ なので，中心極限定理より標準正規分布に分布収束

する．

(2) X1, · · · , Xn ∼ i.i.d. P (λ)のとき，ポアッソン分布の再生性よりX1+· · ·+Xn ∼
P (nλ). したがって，(1) の

√
n
( 1
n

(X1 + · · ·+ Xn) − λ
)
/
√
λ

と，(2)の
(Xn − nλ)/

√
nλ

は，同じ分布にしたがい，n → ∞ のとき同じ分布に分布収束する．
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