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補足 演習問題の解説

一様最小分散不偏推定量 (1/11)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (1次元パラメーターの
場合))

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ | θ ∈ Θ}, Θ ⊂ R
f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)

(仮定) 各 θ0 ∈ Θ に対して θ0 の近傍 U と 関数M(x) が存在し
て, θ ∈ U ならば∣∣∣∣∂f(x; θ)∂θ

∣∣∣∣ ≤ M(x), かつ Eθ

[{ M(X)

f(X; θ)

}2
]
< ∞

θ の任意の不偏推定量 θ̂ に対して

Var(θ̂) ≥ 1

J(θ)
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補足 演習問題の解説

一様最小分散不偏推定量 (2/11)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (つづき))

ただし,

Eθ[g(X)] =


∫∫

g(x)f(x; θ)dx1 · · · dxn (連続型)

∞∑
j=1

g(xj)f(xj ; θ) (離散型)
,

J(θ) = Eθ

[{ ∂

∂θ
log f(X; θ)

}2
]

であり, J(θ) > 0 と仮定する.

• 定理 1の J(θ) をフィッシャー情報量と呼ぶ.

• Var(θ̂) =
1

J(θ)
となる不偏推定量が存在するとき, それを有

効推定量と呼ぶ
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補足 演習問題の解説

単純仮説の場合 (2/3)

最尤推定量に基づく検定
θ̂n : Θ での θ の最尤推定量

θ̂n = argmaxθ∈Θ

n∏
i=1

f(Xi,θ)

J(θ) : フィッシャー情報量行列

J(θ) = E

[{
∂

∂θ
logf(X1,θ)

}{
∂

∂θ
logf(X1,θ)

}′]

TW ≡ n(θ̂n − θ0)
′J(θ̂n)(θ̂n − θ0) > χ2

p(α) ⇒棄却

は適当な正則条件の下で, 有意水準が近似的に αとなる.
これをワルド検定と呼ぶ. (テキストの補遺 C参照)
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補足 演習問題の解説

単純仮説の場合 (3/3)

スコア関数に基づく検定

sn(θ) =
n∑

i=1

∂log f(Xi,θ)

∂θ

をスコア関数と呼ぶ.

TS ≡ 1

n
{sn(θ0)}′J(θ0)−1{sn(θ0)} > χ2

p(α) ⇒棄却

は適当な正則条件の下で, 有意水準が近似的に αとなる.
これをスコア検定と呼ぶ. (テキストの補遺 C参照)
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補足 演習問題の解説

メモ用紙
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補足 演習問題の解説

問題 1 (1)

P(X(i) ≤ x) = P(X1, . . . , Xn の内 i 個以上が x 以下 )

=
n∑

k=i

n!

k!(n− k)!
{F (x)}k{1− F (x)}n−k

d

dx
P(X(i) ≤ x) =

n∑
k=i

n!

(k − 1)!(n− k)!
{F (x)}k−1{1− F (x)}n−kf(x)

−
n−1∑
k=i

n!

k!(n− k − 1)!
{F (x)}k{1− F (x)}n−(k+1)f(x)

=
n∑

k=i

n!

(k − 1)!(n− k)!
{F (x)}k−1{1− F (x)}n−kf(x)

−
n∑

k′=i+1

n!

(k′ − 1)!(n− k′)!
{F (x)}k′−1{1− F (x)}n−k′f(x)
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補足 演習問題の解説

問題 1 (1), 続き

=
n!

(i− 1)!(n− i)!
{F (x)}i−1{1− F (x)}n−if(x)

指数分布の分布関数は

F (x) =

∫ x

0

1

µ
e−t/µdt = 1− e−x/µ

n = 2m− 1, i = m として X(m) の確率密度関数は

(2m− 1)!

(m− 1)!(m− 1)!
{1− e−x/µ}m−1{e−x/µ}m−1 e

−x/µ

µ
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補足 演習問題の解説

問題 1 (2)

P(X(m) ≤ x) =
Γ(2m)

Γ(m)Γ(m)

∫ x

−∞
{1− e−t/µ}m−1{e−t/µ}m−1 e

−t/µ

µ
dt(

u = 1− e−t/µ と変数変換
)

=
Γ(2m)

Γ(m)Γ(m)

∫ 1−e−x/µ

0
um−1(1− u)m−1du

= P(U ≤ 1− e−x/µ)
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補足 演習問題の解説

問題 1 (3)
Z1, . . . , Z2m

i.i.d.∼ N(0, 1) とすると大数の法則から m → ∞ のとき

1

2m

2m∑
i=1

Z2
i

p→ E(Z2
1 ) = 1 ∴ 1

2m

2m∑
i=1

Z2
i

d→ 1

分布収束は, 分布関数で定義されるので
2m∑
i=1

Z2
i ∼ χ2

2m であることから
1

2m
Y1

d→ 1

スラスキーの定理から

Y1
Y1 + Y2

=
Y1
2m

Y1
2m + Y2

2m

p→ 1

1 + 1
=

1

2

したがって

P(U ≤ u) = P
( Y1
Y2 + Y3

≤ u
)
→

{
1 u > 1/2
0 u < 1/2
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補足 演習問題の解説

問題 1 (3), 続き

x > x0 のとき, 1− e−x/µ >
1

2
であるから P(U ≤ 1− e−x/µ) → 1

x < x0 のとき, 1− e−x/µ <
1

2
であるから P(U ≤ 1− e−x/µ) → 0

したがって,

P(X(m) ≤ x) = P(U ≤ 1− e−x/µ) →
{
1 x > x0
0 x < x0
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補足 演習問題の解説

問題 2 (1), (2)

E

[ n∑
i=1

ciXi

]
=

n∑
i=1

ciE[Xi] =
n∑

i=1

ciλ = λ より
n∑

i=1

ci = 1

Var

[ n∑
i=1

ciXi

]
=

n∑
i=1

Var[ciXi] =
n∑

i=1

c2iVar[Xi] =
n∑

i=1

c2iλ = ∥c∥2λ

∵ E[X2
i ] = E[Xi(Xi − 1)] + E[Xi]

E[Xi(Xi − 1)] = e−λ
∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
= e−λ

∞∑
k=2

λ2 λk−2

(k − 2)!

= λ2e−λ
∞∑

k′=0

λk′

k′!
= λ2

Var[Xi] = E[X2
i ]− E[Xi]

2 = λ2 + λ− λ2
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補足 演習問題の解説

問題 2 (3)

1 = (1, . . . , 1) とおくとシュワルツの不等式より

∥c∥2∥1∥2 ≥ (c,1)2 =

{ n∑
i=1

ci

}2

= 1

∴ ∥c∥2 ≥ 1

n
(等号が成り立つのは)c = k1.

このとき
n∑

i=1

ci = nk より k =
1

n
∴ c =

1

n
(1, . . . , 1)
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補足 演習問題の解説

問題 2 (4)

t(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xiとおく.

X1, . . . , Xn の同時確率密度関数は

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) =

n∏
i=1

e−λλ
xi

xi!

= e−nλ 1

x1! · · ·xn!
λ
∑n

i=1 xi

=
1

x1! · · ·xn!
× e−nλλt(x1,...,xn)

となるから, 分解定理より T = t(X1, . . . , Xn) は十分統計量で
ある.

15 / 23



補足 演習問題の解説

問題 2 (4), 続き
完備性を示すために, まず, 特性関数を利用して T ∼ p(nλ) であ
ることを示す. X ∼ p(λ) の特性関数は

φX(t;λ) = E[eitX ] = e−λ
∞∑
x=0

eitx
λx

x!

= e−λ
∞∑
x=0

(
eitλ

)x
x!

= e−λ exp{eitλ}

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ p(λ) より

φT (t) = E[eit
∑n

k=1 Xi ] = E

[ n∏
k=1

eitXk

]
=

{
φX(t;λ)

}n

= e−nλ exp{eitnλ} これは p(nλ) の特性関数だから

T ∼ p(nλ)

16 / 23



補足 演習問題の解説

問題 2 (4),続き
任意の λ > 0 に対して E[g(T )] = 0 ならば
任意の非負の整数 kに対して g(k) = 0 であることを示せばよい.

E[g(T )] = e−nλ
∞∑
k=0

g(k)
(nλ)k

k!
= 0 より G(λ) :=

∞∑
k=0

{
g(k)

nk

k!

}
λk = 0

E[g(T )] が存在することから, 級数は絶対収束する.

優収束定理から 0 = lim
λ→0+0

G(λ) =
∞∑
k=0

{
g(k)

nk

k!

}
lim

λ→0+0
λk = g(0)

g(0) = g(1) = · · · g(k − 1) = 0 と仮定すると

G(λ) =

∞∑
j=k

{
g(j)

nj

j!

}
λj = λk

∞∑
j=0

{
g(j + k)

nj+k

(j + k)!

}
λj

より
∞∑
j=0

{
g(j + k)

nj+k

(j + k)!

}
λj = 0, λ → 0 + 0 とすると g(k) = 0
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補足 演習問題の解説

問題 2 (5), (6)

X1, . . . , Xn は独立に同じ分布に従うので
T = t を与えたときの Xj の条件付き平均は j に依らない.
従って

E[X1 |T = t] =
1

n
E[X1 + · · ·+Xn |T = t]

=
1

n
E[T |T = t] =

t

n

X̄n は完備十分統計量の関数で, かつ, 不偏推定量であるから一様
最小分散不偏推定量である.
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補足 演習問題の解説

問題 2 (7)

対数尤度関数

ℓ(λ;x1, . . . , xn) = log f(x1, . . . , xn;λ)

= −nλ+ t(x1, . . . , xn) log λ− log(x1! · · ·xn!)
スコア関数

sn(λ) = −n+
t(x1, . . . , xn)

λ
フィッシャー情報量 (X1, . . . , Xn の同時分布のもの )

J(λ) = Var[sn(λ)] = Var

[
T

λ

]
=

1

λ2
(nλ) =

n

λ

クラメール・ラオの不等式

Var[λ の不偏推定量 ] ≥ 1

J(λ)
=

λ

n

Var[X̄n] =
λ

n
であるから有効推定量である.
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補足 演習問題の解説

問題 2 (8),(9),(10)

大数の法則より X̄n
p→ E[Xj ] = λ

sn(λ) = −n+
T

λ
= 0 より, 最尤推定量は λ̂ =

T

n
= X̄n

Zn =
X̄n − E[X̄n]√

Var[X̄n]
·

√
λ√
X̄n

中心極限定理とスラスキーの定理より, N(0, 1) に分布収束する.

− 1.96 ≤ Zn ≤ 1.96 を λ について解くと

X̄n − 1.96

√
X̄n

n
≤ λ ≤ X̄n + 1.96

√
X̄n

n
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補足 演習問題の解説

問題 3 (1)
X1, . . . , Xn の同時確率密度関数 :

f(x1, . . . , xn;λ) = e−nλ 1

x1! · · ·xn!
λ
∑n

i=1 xi

最強力検定の棄却域は

Wc =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ f(x1, . . . , xn; 2)f(x1, . . . , xn; 1)
≥ c

}
.

f(x1, . . . , xn; 2)

f(x1, . . . , xn; 1)
= e−n 2

∑n
i=1 xi ≥ c ⇔

n∑
i=1

xi ≥
n+ log c

log 2

帰無仮説の下で
n∑

i=1

Xi ∼ p(n) なので

n+ log c

log 2
= k となるように c をとれば

有意水準 αk の最強力検定となる.
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補足 演習問題の解説

問題 3 (2)
λ′ > 1 として,

帰無仮説 H0 : λ = 1, 対立仮説 H1 : λ = λ′

の最強力検定を求める

最強力検定の棄却域は

Wc =

{
(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ f(x1, . . . , xn;λ′)

f(x1, . . . , xn; 1)
≥ c

}
.

f(x1, . . . , xn; 2)

f(x1, . . . , xn; 1)
= e−n(λ′−1) λ′

∑n
i=1 xi ≥ c

⇔
n∑

i=1

xi ≥
n(λ′ − 1) + log c

log λ′

有意水準を αk とするには

n(λ′) + log c

log λ′ = k となるように c をとることになるので

棄却域は λ′ によらない. したがって一様最強力検定である
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補足 演習問題の解説

問題 3 (3),(4)
対立仮説の下での λ の尤度比検定統計量は

λ̂ = X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xn であるから, 尤度比検定統計量は

f(X1, . . . , Xn; 1)

f(X1, . . . , Xn; X̄n)
= en(X̄n−1)X̄−nX̄n

n

フィッシャー情報量 (X1 1個分)は J(λ) =
1

λ
, スコア関数は

sn(λ) =

∑n
i=1Xi

λ
− n なので

スコア検定統計量 : TS =
1

n
sn(1)J(1)

−1sn(1) = n(X̄n − 1)2

ワルド検定統計量 : TW = n(X̄n − 1)J(X̄n)(X̄n − 1) =
n(X̄n − 1)2

X̄n
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