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標本平均, 標本分散の分布 (1/15)

母集団分布が正規分布の場合
標本平均と標本分散の関数の分布を導出する.
平均や分散に関する「区間推定」や「検定」で必要となる.

定理 6.8
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

(2) (n− 1)S2
n/σ

2 ∼ χ2
n−1.

(3) X̄nと Snは互いに独立である.

(証明には, 定義といくつかの定理が必要)
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標本平均, 標本分散の分布 (2/15)

定義 6.1
カイ 2乗分布 確率変数X の確率密度関数が

f(x) =


1

Γ(n2 )2
n/2

e−x/2xn/2−1, x > 0

0, x ≤ 0

で与えられるとき, X は自由度 nの カイ 2乗分布に従うといい,
X ∼ χ2

nとかく.
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標本平均, 標本分散の分布 (3/15)

X = (X1, . . . , Xn)
′の確率密度関数が

f(x1, . . . , xn) = (2π)−n/2|Σ|−1/2 exp

{
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

}
と表せるとき, n次元正規分布に従うといい,
X ∼ Nn(µ,Σ)と書く. ここで,

x =

x1
...
xn

 , µ =

µ1
...
µn

 , Σ =

σ11 · · · σ1n
...

. . .
...

σn1 · · · σnn

 .

パラメータ µは任意の定数, すなわち, −∞ < µi < ∞
(i = 1, . . . , n)で, Σは正定値行列である.
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標本平均, 標本分散の分布 (4/15)

命題 1
Z = (Z1, . . . , Zn)

′, Z1, . . . , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1) とする.

(1) Z ∼ Nn(0, In)
ただし, In は n次単位行列.

(2) A : n次正則行列, b : n次元ベクトル
AZ + b ∼ Nn(b, AA

′)

(3) X ∼ Nn(µ,Σ)
⇒ E(X) = µ,Var(X) = Σ,
φX(t) := E(eit

′X) = exp(it′µ− t′Σt/2)

(4) B : m× n 行列, rankB = m, b : m 次元ベクトル,
X ∼ Nn(µ,Σ), Y = BX + b

⇒ Y ∼ Nm(Bµ+ b, BΣB′)
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標本平均, 標本分散の分布 (5/15)

命題 1の証明 (1)
N(0, 1) の確率密度関数は f(z) = 1√

2π
e−z2/2 であるから,

fZ(z1, . . . , zn) =

n∏
j=1

{ 1√
2π

e−z2j /2
}

= (2π)−n/2 exp
{
−1

2
(z21 + · · ·+ z2n)

}
となり, Nn(0, In) の確率密度関数と一致する.

( ∵ z′I−1
n z =

∑n
j=1 z

2
j )
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標本平均, 標本分散の分布 (6/15)

定理 3.3
X = (X1, . . . , Xn) : 連続型確率ベクトル
f(x1, . . . , xn) : X の確率密度関数
yj(x) = yj(x1, . . . , xn) ((j = 1, 2, . . . , n)) :
C1-級関数で y = (y1(x), . . . , yn(x)) と x が１対１対応

J =
(
∂xj

∂yi

)
i,j=1,·,n

: 逆変換のヤコビ行列

det(J) ̸= 0 ならば, Y = (y1(X), . . . , yn(X)) の確率密度関数は

fY (y1, . . . , yn) = f(x1(y), . . . , xn(y))|det(J)|
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標本平均, 標本分散の分布 (7/15)

命題 1(2)

Z ∼ Nn(0, In) ⇒ AZ + b ∼ Nn(b, AA
′)

証明：定理 3.3 を用いると X = AZ + b の確率密度関数は

(2π)−n/2 exp
[
−1

2
{A−1(x− b)}′{A−1(x− b)}

]
| det(A−1)|

=(2π)−n/2|AA′|−1/2 exp
{
−1

2
(x− b)′(AA′)−1(x− b)

}
となり, Nn(b, AA

′) の確率密度関数と一致する.
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標本平均, 標本分散の分布 (8/15)

命題 1(3)X ∼ Nn(µ,Σ) ⇒ φX(t) = exp(it′µ− t′Σt/2)

証明： Σ は正定値行列であるから, Σ = AA′ となる正則行列 A
が存在する. このとき, (2) より AZ + µ ∼ Nn(µ,Σ) となる.

N(0, 1) の特性関数は, e−t2/2 であるから, Z の特性関数は

E[exp(it1Z1 + · · ·+ itnZn)]

=

n∏
j=1

E[eitjZj ] = exp
(
−1

2
t′t

)
(t = (t1, . . . , tn)

′)

したがってX の特性関数は

E[exp(it′X)] = E[exp{it′(AZ + µ)}] = eit
′µE[exp{i(A′t)′Z}]

= eit
′µ exp

{
−1

2
t′(AA′)t

}
= exp(it′µ− t′Σt/2)
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標本平均, 標本分散の分布 (9/15)

命題 1(4) B : m× n, rank(B) = m,
X ∼ Nn(µ,Σ), Y = BX + b
⇒ Y ∼ Nm(Bµ+ b, BΣB′)

証明：Y の特性関数は (3) を用いると

E[exp{it′(BX + b)}] = eit
′bE[exp{i(B′t)′X}]

= eit
′b exp(i(B′t)′µ− (B′t)′Σ(B′t)/2)

= exp(it′(Bµ+ b)− t′BΣB′t/2)

これは, Nm(Bµ+ b, BΣB′) の特性関数と一致する.
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標本平均, 標本分散の分布 (10/15)

定理 6.7
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(0, 1)とし, V = X2
1 + · · ·+X2

nとする. このと
き, V ∼ χ2

n である.

(証明)
X と Y を独立で, X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n とする. このとき

Z = X + Y の分布関数は z > 0 に対して
D = {(x, y) |x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ z} とおくと

FZ(z) = P(X + Y ≤ z)

=

∫∫
D

1

Γ(m/2)2m
e−x/2xm/2−1 1

Γ(n/2)2n
e−y/2yn/2−1dxdy,

=
1

Γ(m/2)Γ(n/2)2m+n

∫ z

0

{∫ z−y

0
e−(x+y)/2xm/2−1yn/2−1dx

}
dy
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標本平均, 標本分散の分布 (11/15)

定理 6.7の証明（続き）
Z の確率密度関数は

d

dz
FZ(z) =

1

Γ(m/2)Γ(n/2)2m+n

{∫ z−z

0
e−(x+z)/2xm/2−1zn/2−1dx

}
+

1

Γ(m/2)Γ(n/2)2m+n

∫ z

0

{
e−((z−y)+y)/2(z − y)m/2−1yn/2−1

}
dy

=
e−z/2z(m+n)/2−2

Γ(m/2)Γ(n/2)2m+n

∫ z

0

(
1− y

z

)m/2−1(y
z

)n/2−1
dy(y

z
= u と変数変換, dy → zdu

)
=

e−z/2z(m+n)/2−1

Γ(m/2)Γ(n/2)2m+n

∫ 1

0
(1− u)m/2−1un/2−1du

= C e−z/2z(m+n)/2−1 (C は定数)
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標本平均, 標本分散の分布 (12/15)

定理 6.7の証明（続き）
X1 ∼ N(0, 1) のとき, V = X2

1 の分布関数は v > 0 に対して

FV (v) = P(X2
1 ≤ v) = P(−

√
v ≤ X1 ≤

√
v)

=
1

2π

∫ √
v

−
√
v
e−x2/2dx =

√
2√
π

∫ √
v

0
e−x2/2dx

確率密度関数は d
dvFV (v) =

√
2√
π

1
2
√
v
e−v/2 となり,

χ2
1 の確率密度関数と一致する.

n に関する帰納法より, (X2
1 + · · ·+X2

n−1) +X2
n ∼ χ2

n である.
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標本平均, 標本分散の分布 (13/15)

定理 6.8 (再掲)

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

(2) (n− 1)S2
n/σ

2 ∼ χ2
n−1.

(3) X̄nと Snは互いに独立である.
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標本平均, 標本分散の分布 (14/15)

定理 6.8の証明
X = (X1, . . . , Xn)

′ ⇒ X ∼ Nn(µ1n, σ
2In) (1n = (1, . . . , 1)′)

H : 第 1行が (1/
√
n, . . . , 1/

√
n)である n次の直交行列

Y = (Y1, . . . , Yn)
′ = HX と定義すると命題 1(4) より

Y ∼ Nn(µH1n, σ
2In)

となる.

µH1n = µ


1/
√
n · · · 1/

√
n

∗ · · · ∗
...

...
∗ · · · ∗


1
...
1

 =


√
nµ
0
...
0

 =: η
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標本平均, 標本分散の分布 (15/15)

定理 6.8の証明（続き）
Y1, . . . , YN の確率密度関数は

(2π)−n/2|σ2In|−1/2 exp{−1

2
(y − η)′

(
σ2In

)−1
(y − η)}

=
1√
2πσ

e−(y1−
√
nµ)2/(2σ2)

n∏
j=2

1√
2πσ

e−y2j /(2σ
2)

したがって
Y1, . . . , Yn は独立, Y1 ∼ N(

√
nµ, σ2), Y2, . . . , Yn

i.i.d.∼ N(0, σ2)

X̄n = 1√
n
Y1 ∼ N(µ, σ

2

n ),
Yj

σ ∼ N(0, 1).

(n− 1)S2
n =

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2 =

n∑
j=1

X2
j − nX̄2

n =

n∑
j=1

Y 2
j − Y 2

1

したがって
(n− 1)S2

n

σ2
=

n∑
j=2

Y 2
j

σ2
∼ χ2

n−1 で X̄n と独立.
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他の統計量の分布 (1/4)

定義 6.10
(t-分布) 確率変数 T の確率密度関数が

fT (t) =
Γ
(
1
2(n+ 1)

)
√
nπΓ

(
1
2n

) (
1 + 1

n t
2
)−(n+1)/2

で与えられるとき, X は自由度 nの t-分布に従うといい, T ∼ tn
とかく.

定理 6.9
X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2

n, X と Y は独立とする. このとき

T =
X√
Y/n

∼ tn

(証明は省略, テキスト 125ページ参照)
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他の統計量の分布 (2/4)

注 6.5
正規母集団N(µ, σ2)からの大きさ nの標本X1, . . . , Xn に基づく
標本平均, 標本分散を X̄n, S

2
nとする. このとき

T = t(X1, . . . , Xn) =

√
n(X̄n − µ)

Sn
∼ t2n−1
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他の統計量の分布 (3/4)

定義 6.11
F -分布確率変数 V の確率密度関数が

fV (v) =


Γ
(
1
2(m+ n)

)
Γ
(
1
2m

)
Γ
(
1
2n

) (m
n

)m/2
vm/2−1

(
1 +

m

n
v
)−(m+n)/2

,

v > 0

0, v ≤ 0

で与えられるとき, V は自由度m,nの F -分布に従うといい,
V ∼ Fm,nとかく.
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他の統計量の分布 (4/4)

定理 6.10
X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n, X と Y は独立とする. このとき

V =
X/m

Y/n

は自由度m,nの F -分布に従う.

(証明は省略, テキスト 127ページ参照)
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順序統計量 (1/7)

定義 6.12
X1, . . . , Xnを大きさ nのランダム標本とする. これを大きさの順
に並べてX(1) ≤ · · · ≤ X(n)とするとき

X(1), . . . , X(n)

をこの標本の順序統計量といい, X(i)を第 i順序統計量とよぶ.

例. n = 4, X1, X2, X3, X4 の実現値が
X1 = 3, X2 = 4, X3 = 1, X4 = 5
⇒ X(1) = 1, X(2) = 3, X(3) = 4, X4 = 5
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順序統計量 (2/7)

ランダム標本の特性量
(1) 標本メディアン (中央値)

X̃ =

{
X(k) n = 2k − 1

(X(k) +X(k+1))/2 n = 2k

(2) 標本範囲

R = X(n) −X(1)

(3) 標本中点

(X(1) +X(n))/2

(4) 100α%調整平均

1

n− 2k

n−k∑
i=k+1

X(i), k = [nα]

([a] は a を超えない最大の整数, ガウス記号と呼ばれる)
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順序統計量 (3/7)

命題 2 (最大値・最小値の分布)

F (x) : 母集団分布の分布関数
f(x) : 母集団分布の確率密度関数 (連続型の場合)

(1) X(n) = max{X1, . . . , Xn} の分布関数と確率密度関数

Gn(y) = P(X(n) ≤ y) = {F (y)}n,

gn(y) =
d

dy
Gn(y) = nf(y){F (y)}n−1

(2) X(1) = min{X1, . . . , Xn} の分布関数と確率密度関数

G1(y) = P(X(1) ≤ y) = 1− {1− F (y)}n,

g1(y) =
d

dy
Gn(y) = nf(y){1− F (y)}n−1

(証明は板書で) 24 / 30
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メモ用紙
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メモ用紙
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順序統計量 (4/7)

定理 6.11 (順序統計量の分布)

F (x) : 母集団分布の分布関数
f(x) : 母集団分布の確率密度関数 (連続型の場合)

(1) P(X(i) ≤ y) =

n∑
k=i

n!

k!(n− k)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k.

(2) gi(y) : X(i)の確率密度関数

gi(y) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
{F (y)}i−1{1− F (y)}n−if(y).
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順序統計量 (5/7)

定理 6.11 (順序統計量の分布 (つづき))

(3) i < j, yi ≤ yj のとき

P(X(i) ≤ yi, X(j) ≤ yj)

=
n∑

k=j

k∑
l=i

n!{F (yi)}l{F (yj)− F (yi)}k−l{1− F (yj)}n−k

l!(k − l)!(n− k)!
.

(4) gij(yi, yj) : (X(i), X(j)) の同時確率密度関数
yi < yj のとき

gij(yi, yj)

=
n!F (yi)

i−1{F (yj)− F (yi)}j−i−1 {1− F (yi)}n−j f(yi)f(yj)

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!

28 / 30



標本平均, 標本分散の分布の分布 他の統計量の分布 順序統計量

順序統計量 (6/7)

定理 6.11 の証明 (1)と (2)のみ

P(X(i) ≤ y) = P(X1, . . . , Xn のうち少なくとも i 個が y 以下 )

=

n∑
k=i

P(X1, . . . , Xn のうち丁度 k 個が y 以下 )

=

n∑
k=i

n

k!(n− k)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k

gi(y) =
d

dy

n∑
k=i

n

k!(n− k)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k

=

n∑
k=i

n

k!(n− k)!

{
k {F (y)}k−1{1− F (y)}n−k

− (n− k){F (y)}k{1− F (y)}n−k−1
}
f(y)
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順序統計量 (7/7)

定理 6.11の証明 (続き)

=

n∑
k=i

n

(k − 1)!(n− k)!
{F (y)}k−1{1− F (y)}n−kf(y)

−
n−1∑
k=i

n

k!(n− k − 1)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k−1f(y)

=

n−1∑
ℓ=i−1

n

ℓ!(n− ℓ− 1)!
{F (y)}ℓ{1− F (y)}n−ℓ−1f(y)

−
n−1∑
k=i

n

k!(n− k − 1)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k−1f(y)

=
n

(i− 1)!(n− i)!
{F (y)}i−1{1− F (y)}n−if(y)
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