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多次元確率分布

2. 多次元確率分布と多次元正規分布
2.1 多次元確率分布
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多次元確率分布

分布関数

p次元確率変数ベクトル X = (X1, . . . , Xp)
′ の同時確率密度

関数を f(x1, . . . , xn) とする. このとき，X の分布関数は

P(X1 ≤ x1, . . . , Xp ≤ xp) =

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xp

−∞
f(u1, . . . , up)du1 · · · dup

と定義される.
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期待値と分散

定義
X = (X1, . . . , Xp)

′ ∼ f(x1, . . . , xp)（確率密度関数）とする.

E[X] =

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
xf(x1, . . . , xp)dx1 · · · dxp

を X の期待値（期待値ベクトル）と呼ぶ. ただし，
x = (x1, . . . , xp)

′.
µ = (µ1, . . . , µp)

′ = E[X] とするとき

Var[X] =

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
(x− µ)(x− µ)′f(x1, . . . , xp)dx1 · · · dxp

を X の分散共分散行列という.
(Var[X] = Σと書くことが多い. )
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期待値と分散（続き）

分散共分散行列 Var[X] の第 (i, j)成分は，Xi と Xj の共分
散（i = j のときは分散）となってる. Xi と Xj の相関係数

ρij =
E[(Xi − µi)(Xj − µj)]√

Var[Xi]Var[Xj]

を成分にもつ p× p行列 Φ を 相関行列と呼ぶ.
Σ = Var[X], σ2

i = Var[Xi] (i = 1, . . . , p) とすると

Σ = diag(σ1, . . . , σp)Φdiag(σ1, . . . , σp)

と表される.
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特性関数

定義
X = (X1, . . . , Xp)

′ ∼ f(x) = f(x1, . . . , xp) （確率密度関数）
に対して，

C(t) = E[exp(it′X)]

=

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
exp(it′x)f(x)dx (t ∈ Rp)

を X の特性関数と呼ぶ. (dx = dx1 · · · dxp)

l ∈ Rp に対して Y = l′X の特性関数を CY (t) とおくと，
CY (t) = E[exp(itY )] = E[exp(itl′X)]

となることが分かる. tl = t と置き換えると，X の特性関
数となることから，各 l に対する Y の分布を決めれば，X
の分布が決まることになる.
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特性関数の性質

• 一意性定理：確率変数ベクトル X1,X2 の特性関数を
C1(t), C2(t) とすると

C1(t) = C2(t) ⇔ X1 ∼ X2

• モーメント公式：r = r1 + · · ·+ rp とおく. (r1, . . . , rp
は非負の整数) このとき，

E[∥X∥r] < ∞ ⇒ irE[Xr1
1 · · ·Xrp

p ] =
∂r

∂tr11 · · · ∂trpp
C(t)

∣∣∣∣
t=0

E[∥X∥r] < ∞ の条件は，微分と積分の順序交換を保証
する条件である.
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正定値，半正定値行列

x = (x1, . . . , xp)
′ とする.

定義 p× p 行列 M = (mij) が次を満たすとき，正定値であ
るといい，M > 0 と書く：

M = M ′

∀x ∈ R\{0},x′Mx =

p∑
i,j=1

xixjmij> 0

定義 p× p 行列 M = (mij) が次を満たすとき，半正定値で
あるといい，M ≥ 0 と書く：

M = M ′

∀x ∈ R,x′Mx =

p∑
i,j=1

xixjmij≥ 0
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多次元確率分布

正定値，半正定値行列（続き）

確率変数ベクトル X の分散共分散行列 Σ = Var[X] は半正
定値である.

Σ′ = {E[(X − µ)(X − µ)′]}′ = E[(X − µ)(X − µ)′] = Σ

x′Σx = E[x′(X − µ)(X − µ)′x] = E[{x′(X − µ)}2] ≥ 0

同様に，相関行列も正定値である.
また，連続型確率ベクトルの分散共分散行列および相関行
列はは正定値である.
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正定値，半正定値行列（続き）

対称行列 M の固有値を λ1, . . . , λp とする.

(1) M が正定値であるための必要十分条件は
λj > 0 (j = 1, . . . , p) である.

(2) M が半正定値であるための必要十分条件は
λj ≥ 0 (j = 1, . . . , p) である.
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Memo
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行列と逆行列の分割

定理 2.1.1. p次正定値行列 M を

M =
p1
p2

p1 p2(
M11 M12

M21 M22

)
と分割すると，

|M | = |M22| · |M11.2|

M−1 =

(
O O
O M−1

22

)
+

(
Ip1

−M−1
22 M

′
12

)
M−1

11.2

(
Ip1

−M−1
22 M

′
12

)′

ただし，M11.2 = M11 −M12M
−1
22 M21
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Memo
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Memo
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Memo
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