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標本分散

定義（標本分散）
X1, . . . , Xn ：E[Xi] = µ, Var[Xi] = σ2 を持つ分布 に従う

独立な確率変数

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi : 標本平均

とするとき,

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

を標本分散という.
標本分散は, 標本の散らばりを測る尺度として用いられる.

注意 3.2.1) S2 は σ2 の不偏推定量である. つまり
E[S2] = σ2.
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行列に関する補題

補題 3.2.1 A を n次べき等行列, つまりA2 = A とする. こ
のとき, A の固有値は 1 か 0 となり,
rank(A) = tr(A) が成り立つ.

補題 3.2.2
A,B を n次対称行列で AB = O が成り立つとすると, A,B
は共通の直交行列で対角化可能である. 特に, Λ1 をA の非
零固有値を並べた対角行列, Λ2 を B の非零固有値を並べた
対角行列とすると,

A = H

(
Λ1 O
O O

)
H ′, B = H

O O O
O Λ2 O
O O O

H ′

となる直交行列 H が存在する.
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2次形式統計量に関する定理1

定理 3.2.1 X1, . . . , Xn ∼ i.i.d.N(µ, σ2) とし, W =
(n− 1)S2

σ2

とする. このとき W ∼ χ2
n−1 である.
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2次形式統計量に関する定理2

定理 3.2.2 Z1, . . . , Zn ∼ i.i.d.N(0, 1) とし, Z = (Z1, . . . , Zn)
′

とおく. また, A は n次対称なべき等行列とする. このとき
Z ′AZ ∼ χ2

f である. ただし, f = tr(A) である.
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2次形式統計量に関する定理3

定理 3.2.3Z1, . . . , Zn ∼ i.i.d.N(0, 1) とし, Z = (Z1, . . . , Zn)
′

とおく. また, A,B は n次対称なべき等行列で,
tr(A) = a, tr(B) = b, AB = Oとする. このときZ ′AZ と
Z ′BZ は独立である.
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2次形式統計量に関する定理4

定理 3.2.4Z1, . . . , Zn ∼ i.i.d.N(0, 1) とし, Z = (Z1, . . . , Zn)
′

とおく. また, A は n次対称なべき等行列, b は Ab = 0n を
満たす n次元ベクトルとする. このときZ ′AZ と b′Z は独
立である.
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2次形式統計量に関する定理5

定理 3.2.5X1, . . . , Xn ∼ i.i.d.N(µ, σ2) のとき, S と X̄は独
立である.
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