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対称確率行列, 三角確率行列の密度関数

X = (xij) : p次対称行列, T = (tij) : 下三角行列
下三角部分の成分を並べた p(p+ 1)/2次行ベクトルを
ℓ(X), ℓ(T ) と表す.

ℓ(X) = (x11, x21, x22, x31, x32, x33, . . . , xpp)

ℓ(T ) = (t11, t21, t22, t31, t32, t33, . . . , tpp)

S = (sij) : 上三角行列
上三角部分の成分を並べた p(p+ 1)/2次行ベクトルを u(S)
と表す.

u(S) = ℓ(S ′) = (s11, s12, . . . , s1p, s22, . . . , spp)
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対称確率行列, 三角確率行列の密度関数 (続き)

X : p× pの確率行列で, 対称行列, 下三角行列, または上三
角行列とする.
X を Rp(p+1)/2 の確率ベクトルとみなして, 確率密度関数を
表す. 領域 D ⊂ Rp(p+1)/2 に対して, X を対称行列または下
三角行列, S を上三角とするとき∫

D
f(X)(dX) =

∫
D
f(x11, x21, . . . , xpp)dx11dx21dx22 · · · dxpp∫

D
g(S)(dS) =

∫
D
g(s11, s12, . . . , spp)ds11ds12 · · · dspp

のように表す.
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正定値対称な確率行列の変換

定理 3.4.01
X を p次の正定値対称な確率行列とし, その確率密度関数
を fX(X) とする. ∫

X>0

f(X)(dX) = 1

ただし,

∫
X>0

は領域 {ℓ(X); X は正定値対称 } 上の積分を

表すものとする. T を対角成分がすべて正の p次下三角行列
とし, X = TY T ′ と変換する. このとき, Y の確率密度関
数は

fY (Y ) = |T |p+1fX(TY T ′) (Y > 0)

によって与えられる.
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ヤコビアン

y = (y1, . . . , ym) の各成分が x = (x1, . . . , xn) の関数である
とき,

J(x → y) :=
∂y

∂x′ =



∂y1
∂x1

· · · ∂ym
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂ym
∂x2

...
...

∂y1
∂xn

· · · ∂ym
∂xn


を表す.
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行列変換のヤコビアン1

補題 1
X を p次正定値対称行列, T を対角成分がすべて正の p次下
三角行列とし, Y = TXT ′ と変換する. このとき

|J(ℓ(X) → ℓ(Y ))| = |T |p+1
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Memo
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行列変換のヤコビアン2

補題 2
X を p次正定値対称行列とし, X = TT ′ と変換する. ただ
し, T = (tij) は対角成分が正の下三角行列である. このとき

|J(ℓ(T ) → ℓ(X))| = 2p
p∏

j=1

tp−j+1
jj

T が上三角行列で, X = TT ′ と変換する場合は

|J(u(T ) → ℓ(X))| = 2p
p∏

j=1

tjjj

となる.
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Memo
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行列変換のヤコビアン3

補題 3
T = (tij) を対角成分が正の p次下三角行列とし, S = T−1

と変換する. このとき

|J(ℓ(T ) → ℓ(S))| = (−1)p(p+1)/2|T |−(p+1)
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Memo
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行列変換のヤコビアン4

補題 4
X を p次正定値対称行列とし, Y = X−1 と変換する. この
とき

|J(ℓ(X) → ℓ(Y ))| = (−1)p(p+1)/2|X|−(p+1)
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正定値対称な確率行列の変換 (再掲)

定理 3.4.01
X を p次の正定値対称な確率行列とし, その確率密度関数
を fX(X) とする. ∫

X>0

f(X)(dX) = 1

ただし,

∫
X>0

は領域 {ℓ(X); X は正定値対称 } 上の積分を

表すものとする. T を対角成分がすべて正の p次下三角行列
とし, X = TY T ′ と変換する. このとき, Y の確率密度関
数は

fY (Y ) = |T |p+1fX(TY T ′) (Y > 0)

によって与えられる.
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コレスキー分解の分布

定理 3.4.02
X を p次の正定値対称な確率行列とし, その確率密度関数を
fX(X) とする. T を対角成分がすべて正の p次下三角行列
とし, X = TT ′ と変換する. このとき, T の確率密度関数は

fT (T ) = 2p
p∏

j=1

tp−j+1
jj fX(TT

′) (T ∈ T )

によって与えられる. ただし,

T = {(tij) | tii > 0 (i = 1, . . . , p); tij ∈ R (i > j), tij = 0 (i < j)}

18 / 29



正定値対称確率行列の分布 ウィシャート分布

逆行列の分布

定理 3.4.03
X を p次の正定値対称な確率行列とし, その確率密度関数
を fX(X) とする. このとき, Y = X−1 の確率密度関数は

fY (Y ) = |Y |−(p+1)fX(Y
−1) (Y > 0)

によって与えられる.
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20 / 29



正定値対称確率行列の分布 ウィシャート分布

3.4. ウィシャート分布
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定義1

V を p× p正定値対称行列とする. 確率密度関数

f(V ;n,Σ) =
|V |(n−p−1)/2 exp{−1

2
tr(V Σ−1)}

2pn/2πp(p−1)/4|Σ|n/2
∏p

j=1 Γ[
1
2
(n− j + 1)]

(n ∈ N, n > p− 1, Σ > 0)

によって定まる連続型分布を自由度 nのウィシャート分
布といい, Wp(n,Σ) と書く.

注 3.4.1) n は自然数でなくてもよい.

注 3.4.2) Σ = Ip, p = 1 であるとき, W1(n, 1) は自由度 nの
カイ 2乗分布となる.
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定義2

X1, . . . ,Xn
i.i.d.∼ Np(0,Σ) とするとき, V =

∑n
j=1 XjX

′
j の

従う分布を, 自由度 nのウィシャート分布といい,
V ∼ Wp(n,Σ) と書く.

注 3.4.3) こちらの定義を用いることの方が多い. n ≤ p− 1
でも良いが, その場合はRp(p+1)/2 の確率ベクトル
として, 確率密度関数を持たない.

注 3.4.4) n > p− 1 のときは, V の確率密度関数は
f(V ;n,Σ) となる.

注 3.4.5) X1, . . . ,Xn が独立でXj ∼ Np(µj,Σj)のとき,
V =

∑n
j=1Bj(Xj − µj)(Xj − µj)

′B′
j とすれば

V ∼ Wp(n, Ip) となる. ただし, BjΣjB
−1
j = Ip.
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特性

1. V ∼ Wp(n,Σ) の特性関数は

CV (T ) = |Ip − 2iΣT |−n/2, T =


t11

1
2 t21 . . . 1

2 tp1
1
2 t21 t22 . . . 1

2 tp2
...

. . .
...

1
2 tp1 . . . 1

2 tp,p−1 tpp


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Memo
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特性（続き）

2. V ∼ Wp(n,Σ) のとき E[V ] = nΣ
n− p− 1 > 0 ならば, E[V −1] = Σ−1/(n− p− 1).
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特性（続き）

3. 再生性：V1, V2 は独立で, V1 ∼ Wp(n1,Σ),
V2 ∼ Wp(n2,Σ) ならば V1 + V2 ∼ Wp(n1 + n2,Σ)
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特性（続き）

4. バートレット分解：V ∼ Wp(n, Ip)のとき, T = (tij) を
対角成分が正の下三角行列で, V = TT ′ とすると

t11, t12, . . . , tpp は互いに独立.
t2jj ∼ χ2

n−j+1 (j = 1, . . . , p).
tij ∼ N(0, 1) (i > j).

が成り立つ.
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