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決定問題

X = (X1, · · · , Xn), X1, · · · , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)

D = {σ2|σ ∈ (0,∞)} (σ2 の推定問題 )

L((µ, σ), d) =
(d − σ2

σ2

)2

変換群

G = {ga,b|ga,b(x) = (x1−a
b , · · · , xn−a

b ), a ∈ R, b > 0}

とすると、決定問題は不変で、母数空間上の変換、決定空間上

の変換は、それぞれ、

ḡa,b =
(µ − a

b
,
σ2

b2

)
, g∗a,b(d) =

d

b2

共変推定量

δ を σ2 の共変推定量とすると

δ
(X1 − a

b
, · · · ,

Xn − a

b

)
=

1
b2

δ(X1, · · · , Xn)

a = X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi, b = Bn =

√√√√ n∑
i=1

(Xi − X̄)

ととると

δ(X1, · · · , Xn) = B2
nδ

(X1 − X̄

Bn
, · · · ,

Xn − X̄

Bn

)
逆に、任意の n 変数関数 γ(y1, · · · , yn) を用いて

δ(X1, · · · , Xn) = B2
nγ

(X1 − X̄

Bn
, · · · ,

Xn − X̄

Bn

)
と定義すると、δ は共変推定量となる。

共変推定量の分布について

(X1 − X̄, · · · , Xn − X̄)′ = ΠnX,

Πn = In − 1
n
11′,

1n = (1, 1, · · · , 1)′ : n × 1 ベクトル

In : n × n 単位行列 ,

と表されるが、Πn の固有値は、1 ((n − 1)重根) と 0 (単根)
なので、固有値 1 に属する一次独立な n − 1 個の長さ１の固

有ベクトルを横に並べてできる (n × (n − 1))-行列を H とす

ると、

Πn = HH ′, H ′H = In−1

が成り立つ。((µ, σ) = (0, 1)) のとき、X ∼ Nn(0, In) となる
ので、

Y = H ′X ∼ Nn−1(0, In−1)

となり、Bn = ∥Y ∥ となるので、

B2
n ∼ χ2

n−1

pdf : g(x) =
1

2n−1Γ[n−1
2 ]

e−x/2
(x

2
)n−1

2 −1 (x > 0)

Y1 = Bn cosΘ1,

Y2 = Bn sinΘ1 cosΘ2,

Y3 = Bn sinΘ1 sinΘ2 cos Θ3,

...

Yn−2 = Bn

(n−3∏
i=1

sinΘi

)
cos Θn−1,

Yn−1 = Bn

(n−3∏
i=1

sinΘi

)
sin Θn−1,

0 ≤ Θi < π (i = 1, · · · , n − 3); 0 ≤ Θn−2 < 2π

と曲座標変換すると、Bn と (Θ1, · · · , Θn−2) が独立であるこ
とがわかる。Xi−X̄

Bn
(i = 1, · · · , n) は、Θ1, · · · , Θn−2 の関数な

ので、

B2
n と C := δ

(X1 − X̄

Bn
, · · · ,

Xn − X̄

Bn

)
は独立

最小リスク共変推定量

リスク（期待損失）の不変性から

E(µ,σ)[L((µ, σ), B2
nC)] = E(0,1)[L((0, 1), B2

nC)]

= E[(B2
nC − 1)2]

= E[E[B4
nC2 − E[B2

n]]C + 1]

= E[(n − 1)(n + 1)C2 − 2(n − 1)C + 1]

C ≡ 1
n + 1

ととると、期待損失は最小となる。
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