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電子構造の異方性 
~~ ブラッグ面 と フェルミ面 ~~
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固体物理学1
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実験事実



金属 と 絶縁体
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電子構造の異方性を 
考える必要がある。

電子数が偶数でも、  
絶縁体 と 金属 に分かれる。

fcc、+2価 (Ne/Nuc= 2）： Ca, Sr, Ba 

fcc、+4価 (Ne/Nuc = 4）： Pb 

hcp、+2価 (Ne/Nuc = 4）： Be, Mg, Zn, Cd 

dia、 +4価 (Ne/Nuc = 8）： C, Si, Ge
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銅のフェルミ面の観測

キッテルより引用

通称 “犬の骨” (dog’s bone)
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提供：島田賢也 教授

三浦、東口、姜角度分解光電子 
分光 (ARPES)

完全な球ではない ！!
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•規則性？ 

•球面の名残？

なぜこうなるのか？
bcc (Ne/Nuc= 1）

fcc (Ne/Nuc= 2）

fcc (Ne/Nuc= 3）

fcc (Ne/Nuc= 4）

fcc (Ne/Nuc= 1）

hcp (Ne/Nuc= 4）

hcp (Ne/Nuc= 6）

典型金属と貴金属のフェルミ面
Cu

Ag

Au In

Ga

Al

Pb

fcc-Zn

fcc-Cd

Li

Na

K

Rb

Cs

Zn

Mg

Be

Cd

Tl

http://www.phys.ufl.edu/fermisurface より引用。
実験値を理論曲線でフィッティング

T.-S. Choy, J. Naset, S. Hershfield, C. Stanton, and J. Chen
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課題

フェルミ面と 
バンド構造の異方性を

理解したい！！！
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逆格子に従って周期的に折りたたまれる

ブロッホ波
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波数空間を 
折りたため

方針

•Bragg 面 と Fermi面 
•Nearly-Free-Electron 模型



x

k

00
0 g 2g-2g -g

0-5a 10a5a-10a

8a

x

k

00

BZ

k00 g 2g-2g -g

0-5a 10a5a-10a

x k

00
0 g 2g-2g -g0-5a 10a5a-10a ==

⇤

(a) ฏ໘೾�	ਅۭத


(b) पؔظ਺

(c) ϒϩοϗ೾
�	पظ৔த


周期関数

  平面波

ブロッホ波

真空中

結晶中
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ブラッグ面 13

対角要素の縮退条件

ツボQ2

垂直二等分面

G
k k−G

|| ||
波数原点 逆格子点



ブラッグ面近傍の解 14

予習のツボ７ 2016年 11月 17日　固体物理１担当井野
「第 8 章異方的な電子構造」に備えて

【物理数学】

Q1.
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Ψk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ の固有値 Eを求めよ。

対角要素として、自由電子の分散 εk =
!2k2

2m
を採用し、波数空間に直交座標

k = (kx, ky, ky)を設定する。

Q2. G =
2π
a

(
1, 0, 0

)
のとき、波数点 k = (kx, ky, ky) が εk−G = εk を満

たす条件を求めよ（ブラッグ面）。

Q3. G =
2π
a

(
1, 0, 0

)
のとき、ky = kz = 0の経路における Q1の固有値 E

を求め、Eを縦軸、kx を横軸として、グラフに描け。

Q4. G =
2π
a

(
1, 0, 0

)
のとき、kx =

π
a
、kz = 0 の経路における Q1の固有

値 Eを求め、Eを縦軸、ky を横軸として、グラフに描け。

Q5. 位置空間に直交座標 r = (x, y, z)を設定し、

V(r) = −2V cos
(2π

a
x
)
− 2V cos

(2π
a

y
)
− 2V cos

(2π
a

z
)

とおく。これを V(r) =
∑

G

VG eik·G の形にフーリエ展開し、 VG ! 0と

なるGと VG の組を、すべて列挙せよ。

A1.

状態 k の確率

予習のツボ7



ブラッグ面近傍 の 分散
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kx

(a)

0 g

ky = kz = 0

E ブラッグ面

ky
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ツボQ3,Q4

•内側は下がる。 
•面上はギャップ。 
•外側は上がる。

面直kx方向 面内ky方向

ツボQ1



ブラッグ面近傍 の 等エネルギー面
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(0,0,0) (g,0,0)

 kz = 0 

ky
kx

•地図の等高線から類推しよう。 

•フェルミ面も 等エネルギー面。

•内側は下がる。 
•面上はギャップ。 
•外側は上がる。

ブラッグ面

VG が大きくなると 
等エネルギー面が 
吸い込まれる ！！

波数空間 (kx, ky)



ブラッグ面 の まとめ
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•ブラッグ散乱が起きる波数面。 

•具体的には、 運動エネルギーが 縮退 する波数面。 

•図形的には、 逆格子ベクトル G の垂直二等分面。 

•内側のエネルギーが、 |VG| ほど下がり、 
外側のエネルギーが、 |VG| ほど上がる。 

•VG が増大すると、 フェルミ面 や 等エネルギー面 が 
吸い込まれる。



逆格子は fcc

fcc の BZ 逆格子は bcc

切頂八面体 菱形十二面体

bcc の BZ 

第 １ ブリルアン・ゾーン
18

•最も近い逆格子点が、 原点となる領域。 

•ブラッグ面に囲まれた内側の波数領域。

Brillouin Zone (BZ)



ブリルアン・ゾーン （二次元）
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fcc格子 
（逆空間は bcc）

逆空間の単位胞として
20

•BZ内では、 結晶波数が一意的。 

•第1BZは、 結晶波数の 
繰り返し単位 に最適。 

•BZの体積： 

•BZ内の波数点は、 Nuc 個 

•１つのバンドは、  
BZ内で 2Nuc 個の電子を収容。

波数体積比の法則



単純な周期場 （二次元正方格子）
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空格子バンド (V= 0)
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空格子バンド (V→0)



周期場の効果 (二次元正方格子) 25
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空格子近似 (V→ 0)
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(c) पظ拡張ゾーン形式 還元ゾーン形式 周期ゾーン形式

３つの表示形式 26

波数
区別 同一視

結晶波数



第 n ブリルアン・ゾーン

二次元正方格子

第１BZ

第2BZ

第3BZ

fcc格子 
 （逆空間は bcc）

フェルミ面は、 ブラッグ面で切り離される。

27

原点との間に、  
ブラッグ面が n−1 枚ある領域 を、 
『第 n ブリルアン・ゾーン』 と呼ぶ。



fcc格子のフェルミ面 28

Ne/Nuc= 2Ne/Nuc= 1 Ne/Nuc= 3 Ne/Nuc= 4

第１BZ

第2BZ

第3BZ

周
期
場

Cu Al Pb

空
格
子
近
似
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Al の電子構造
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1 Ryd = 13.6 eV 空格子近似 (V→ 0)

fcc

Ne/Nuc = 3



Si の電子構造
30

Ne/Nuc = 8

バンド・ギャップ ~ 1.1 eV
絶縁体 （半導体）

数は常に等しくなる。このような金属は、半金属 (semimetal)と呼ばれる*4。周期場 V

が強くなるととともに、伝導帯が上がり、価電子帯は下がって、ギャップが拡大する。そ
して、フェルミ面が徐々にブラッグ面に吸い込まれていく。 Vが十分に大きくなると、図
5.14(c) のように、フェルミ面が完全に消えて、絶縁体になる。 ギャップが狭いときは、
電気抵抗が比較的低く、半導体 (semiconductor)になる。半導体と絶縁体に質的な違い
はなく、電気抵抗の値によるおおまかな分類になっている。

図 5.15に、Siのバンド構造を示す。 Siはダイヤモンド構造なので、fccブラベー格子
の単位胞に２つの Si原子があり、電子配置が (3s)2(3p)2 なので、それぞれが４個の価電子
を供出する。従って、Ne = 8となり、下から順に４つのバンドが完全に占有される。価
電子帯の頂上と伝導帯の底の間に、1.2 eV弱のバンド・ギャップが開いており、絶縁体で
ある。 等エネルギー面のトポロジーが変わるエネルギーで、状態密度に特徴的な構造が
現れる。これをファン・ホーブ特異点と呼ぶ。

一方、Neが奇数のときは、法則 (5.17)より、いくら周期場を強くしても、フェルミ面
が消えずに残る。 Neが奇数の物質を絶縁体にするには、結晶の周期場以外の何か が必
要だ。

状態密度  D(E)

(d)

波数ベクトル
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図 5.15 Si (Ne = 8)の電子構造。バンドギャップは ∼ 1.11 eV。
(a)結晶構造。(b)ブリルアン・ゾーン。 (c)バンド分散 [3]。 (d)状態密度 [4]。

*4紛らわしいが、semimetal、half-metal、metalloid は、すべて異なる概念。 英語でも混乱しているが、
和訳すると益々ややこしくなる。

86

ギャップ
ギャップ

フェルミ面が、ブラッグ面に 
吸い込まれて消える。



状態密度

Cu の 電子構造
31
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K

fcc

Ne/Nuc = 1



運動量 p
Cu (111) 面の価電子帯

銅のバンド分散の観測 32
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Periodic Table of the Fermi Surfaces of Elemental Solids
edu/fermisurfaceufl.http://www.phys.

, Selman Hershfield, and Christopher Stanton
Physics Department, University of Florida

Seagate Technology
Jian Chen

Tat-Sang Choy, Jeffery Naset 

(15 March, 2000)

典型金属 と 遷移金属 33

 遷移金属 

d 電子による複雑なフェルミ面

 典型金属 典型金属



まとめ
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1. フェルミ面の概形は、 結晶構造 と 電子数 で決まる。 

2. 結晶波数の周期性に従って、  
自由電子バンドを折り畳め (空格子近似)。 

3. 周期場が強くなると、 フェルミ面がブラッグ面に吸い込まれ、 
フェルミ面が消えたら、 絶縁体になる。 

4. nuc が、 奇数なら 金属、 偶数なら 半金属 または 絶縁体。

~~ 電子構造の異方性 ~~



残された謎 35

周期場によって、 電気抵抗は生じないが、 
分散関係が変更される。

電子に運動量を与えると、
BZの境界で、 定在波に、
境界を超えると、 運動量が 逆向きに!!!

→古典力学の破綻

E ∝ p2 が成り立たない世界
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運動量とは何なのか

36

次回

第8講　波束としての電子



速度の定義をやり直せ

36

次回

第8講　波束としての電子



常識を疑え
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次回

第8講　波束としての電子


