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3  

§0 はじめに 

E h という式は光のエネルギーと振動数を結びつける式であると考えるのが普通では

ないだろうか。同式は，通常，物理化学のテキストの量子論や分光学の章に登場し，

「PlanckEinstein の式」あるいは「Planck の関係」という名前で呼ばれている。つまり，

ほとんどの場合，光を対象とする式として書かれている(ようである)。Planck の名が付くの

は，Planck が黒体輻射の理論式において導入したh というエネルギー“量子”の概念がそ

の後の物理学を決定付けたことによる影響が大きい。しかし，この式は光に対してだけ適用

される式ではなく，あらゆる物質(波)に対して適用しうる重要な一般式ということを忘れては

ならない。de Broglieが提案した「物質波」(波長： h p  )は，物体の運動にともなう波動

であり，前期量子論の Bohr の原子模型の理論的弱点を克服し，電子による回折現象を予測

した画期的な概念であるが，その物質波の概念とE h を同時に議論している教科書があま

りにも少ないために，E h の本質的な意味が示されないまま，単に光のエネルギーを表す

式と認識されていることが多いように思える。E h と h p  が同時に扱われたとしても，

光への適用のみが示され，E h を物体(粒子)の運動と結びつけることはほとんど行われて

いない(ようである)。de Broglieの式を光に適用すると， p h h c   となり，光の運動

量がh c であることが簡単に導き出せる。しかし，この式が(運動量) = (エネルギー/速度)

という形であることを物体(粒子)の運動に適用して， 2 2E m v を v で割ると 2p m v と

なってしまい，なじみ深い運動量の式 p m vに一致しないという問題が生じることに(初学

者は)混乱する1。 

光の粒子と波動の二重性の理論を展開し，光子の運動量がh c であることを導出したのは

Einstein であるという事実からすれば，E h は物体の運動の波動性を表すde Broglieの

式 h p  と合わせて，「Einsteinde Broglie の式」と呼ばれるべきものである2。しかし，

いつからか Einstein の名が落ちて「de Broglieの式」と呼ばれるようになったために，

E h に結びつけて解説されなくなったのではないだろうか。いずれにしても，E h と

h p  はそれぞれの左辺が粒子性，右辺が波動性を表している式として同時に扱われるべ

きものであり，前者を光の式，後者を物質波の式，というように区別してしまうことは避け

るべきである。本書は，波について二種類の“速度”の定義を理解し，物体の運動を表現す

る根本式としてのE h と h p  を結びつけて考えることを目的に書かれた monograph

である。 

 

 

1 筆者の学生時代の経験です。 
2 事実，文献1には「Einsteinde Broglie の式」という名称が記載されている。 

物体の速度と物質波の速度 

―E h の本質の理解― 



 3-2 

§1 疑問の発生(物体の速度と物質波の速度の混乱) 

Einsteinde Broglie の式は， 

 E h  (1) 

と 

 
h

p
   (2) 

である。これらの式に関する混乱の例1を以下に示す。 

波の速度は(高等学校の教科書にも出ているように) 

 v  (3) 

で与えられる。これに，式(1)と式(2)から得られる とを代入すると， 

 
E h E

h p p
  v  (4) 

となる。一方，質量mの物体が真空中を運動量 pで運動しているときのエネルギーは， 

 
2

2

p
E

m
  (5) 

で与えられる。式(5)を式(4)に代入すると， 

 
2 1

2 2

E p p

p m p m
  v  (6) 

となる。しかし，これは力学でなじみ深い式 p m  v つまり p m v に一致しない。同様に，

運動エネルギーの式 2 2E m  v と運動量の式 p m  v を式(4)に代入すると， 

 
2 1

2 2

E m

p m

 
  


v v

v
v

 (7) 

となり，式(1)と式(2)にもとづく波の速度が物体の速度と一致しないという不自然な(不可解

な)結果になってしまう。上記の議論のどこに問題があるのか以下で考えてみよう。 

 

§2 物体の運動速度と物質波の速度の相違点 

光については， 

 E h   ℏ  (8) 

 
2

2

h h
p k

 


  


ℏ  (9) 

が成り立つ。ここで， 2   は角振動数， 2k   は波数ベクトルの大きさである。式(4)

に式(8), (9)を代入すると， 

 

1 筆者が学生時代に経験した混乱です。 
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 2
2

E

p k k

  
      


ℏ

ℏ
v  (10) 

となり，当然ながら，式(4)が得られる。真空中では光の速度vは波長によらず一定であるか

ら[ 0cv (定数)]1，式(10)の全辺は常に一定値である(とkの比および との積が一定値)。

言い換えれば，常に 0c k  が成り立つ。ところが，上式( E pv )を“通常の”運動する物

体に適用すると，式(6)や式(7)で見たように矛盾が生じる。したがって，式(4)で表される物質

派の速度vと通常の(力学での)物体の速度 v の相違[＝式(7)の左辺のvと右辺の v の相違]の

原因を明らかにする必要がある。 

式(4)および式(10)の速度は，つまり，波の同位相の点が進行する速度であり，「位相速度」

(phase velocity)と呼ばれる。名称に合わせて添字 p を付けると，式(10)は， 

 p
E

k p


 v  (11) 

と書ける。波は1周期あたりに1波長分進行するから，位相速度が振動数 と波長の積[式(3)]

で与えられるのは当然である。では，物体の運動の p m  v や 2 2E m  v に現れる速度 v は

どういう速度なのであろうか。 

ここで，真空中の物体(自由粒子)のde Broglie波を考えてみる。言い換えると，真空中で

の物質波である。この粒子の運動(状態)を記述する Schrödinger 方程式は 

 
2

2 ( ) ( )
2

E
m

   r r
ℏ

 (12) 

である。平面波を表す関数 )( rk ie はこの方程式の解(つまり，固有関数)であり， 

 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( )i i i i ie e e i e k e                   
k r k r k r k r k r

k
r r r

 (13) 

から， 

 
m

k
E

2

22
ℏ

  (14) 

が得られる[式(5)に等しい]。式(14)を位相速度の式(11)に代入すると， 

 
2 2 2

p
1 1

2 2 2

E k p p

p m p m p m
   

ℏ
v  (15) 

となり，物体の運動速度 p m v にならないから，物体の運動速度 v は位相速度ではない。

E  ℏ であるから，式(14)は 

 

1 8 1
0 2.997 924 58 10 m sc   である。 
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2 2

2

k

m
 
ℏ

ℏ  (16) 

と書くことができ， 

 
2

2

k

m
 
ℏ

 (17) 

が成立する1。と kの関係が得られたので，「群速度」(group velocity)の定義 

 g
d

dk


v  (18) 

を適用すると， 

 g
k

m

ℏ

v  (19) 

が得られ， p k ℏ であるから， 

 g
k p m

v
m m m


   

ℏ v
v  (20) 

が成り立つ。したがって，力学でなじんだ式 p m  v や 2 2E m  v に現れる物体の速度 v' は

物質波の位相速度 vp ではなく群速度 vg に等しいことがわかる。つまり，矛盾があると思わ

れた式(7)も， 

 

2
g g

p
g

1

2 2

m

m
 

v v

v
v

 (21) 

と書けば矛盾はなく，また，式(6)も， 

 p
2

p

m
v  (22) 

とすれば問題がない。したがって，E h という式は「ある物体(粒子)の運動を波( de Broglie

波)としてとらえるとき，その波の振動数と Planck 定数の積によりその物体の運動エネル

ギーが得られる」ということを示している。式的には， 

 
p

g

h h
E h

p m
  


     

v

v
 (23) 

というつながりになる。注意すべきことは以下の2点である。 

 

1 光の場合と違い， k  ではない点が重要。 
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・de Broglie波長を与える物体の運動速度は群速度 gv である。 

・de Broglie波長と物質波の振動数 を結びつける速度は，物体の運動速度(＝群速

度 gv )ではなく，物質波の位相速度 pv である1。 

運動する物体のde Broglie波長 

 
g

h h

p m
  

v
 (24) 

と式(21)を式(23)の中辺に代入すると， 

 

2
g g g1

2 2

m m

h h
  

v v v

 (25) 

となるから，力学の常識ともいえる 

 2
g

1

2
E h m  v  (26) 

が成立する。式(18)の群速度の定義式を少し変形すると， 

 g
d d( ) d 1 d

d d( ) d d

E E

k k p k

 
   

ℏ

ℏ ℏ
v  (27) 

となるから，群速度を 

 g
d 1 d

d d

E E

p k
 

ℏ
v  (28) 

と書くこともできる。物体の運動の場合， 2 (2 )E p m であるから，確かに 

 
2

g
d d

d d 2

E p p

p p m m

 
     

 
v v  (29) 

である[式(20)]。また，相対論での自由粒子のエネルギーは 

 2 4 2 2
0 0E m c p c   (30) 

であるが(mは静止質量，pは相対論的運動量)，これを式(28)に代入すると， 

2 4 2 2
0 0

2 4 2 2
0 0

2
0

g
d

( )
d

pc
m c p c

m c pp c
 


v  (31)-1 

 

1 文献4は「量子力学の歴史 3 de Broglie の物質波」の中で，「この理論の最大の要点は，de Broglie 自身も

言っているように，位相速度と群速度を区別し，物質波としての速度は前者であり，物質の古典的な速度は後者

であることを見抜いた点である」と述べている。文中の「この理論」とはde Broglie の物質波の理論である。

なお，文献4は，量子力学が構築される過程の中で，Planck, Bohr, de Broglie, Heisenberg らが何をどう思考

したのかを史実に沿ってわかりやすく解説している秀逸な資料である。 
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2

2 2

0

2
0

0 0

1 1
p p

mc m
mc m

c p

c

p

   
    
   

   (31)-2 

2

0

1

m
p

m
mc

m m


 

 
  



 






v v
v  (31)-3 

となり，相対論でも物体の速度は群速度に等しい(  はローレンツ因子)。 

 

ローレンツ因子は多くの場合， 

 
2

0

1

1
c

 
 

  
 

v

 (32) 

で定義されるので，式(31)の中の 

 

2

0

1
p

mc

 
  
 

 (33) 

はローレンツ因子に見えづらい。式(33)がローレンツ因子に等しいことを以下に示す( v をvと書

く)。 

 

2 2 2

2 2
0 0 0 00

1 1

1 ( ) ( ) 1

p m

mc mc c c c

     
       

      

v v

v v

 (34) 

を式(33)に代入すると， 

 

2
0

2 2 2
0 0

0

1 1
1

1 1 1

c

c c

c



 
 
    

            
     

v

v

v v

 (35) 

となるので，式(33)はローレンツ因子に等しい。 

 

話を光に戻すと，真空中の光の場合，式(10)について述べたように，常に 

 0c k   ( 0c ：定数) (36) 

が成り立つから，位相速度 

 p 0c
k


 v  (37) 

と群速度 
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 g 0
d

d
c




   
 

v  (38) 

はいずれも 0c に等しい。以上で取り扱った，真空中の光と真空中の自由粒子(物体)の非相対

論的諸量を表1にまとめる。 

 

§3 群速度の直観的理解1 

x方向に進行する2つの波を考える。2つの波の波数ベクトルの大きさの平均値を k, 角振

動数の平均値をとし，それぞれの波の波数ベクトルと角振動数が平均値から k および 

だけずれている状況を考える。このとき，2つの波は次の2式で表される。 

 1 sin[( ) ( ) ]k k x t         (39) 

 2 sin[( ) ( ) ]k k x t         (40) 

ただし，波数ベクトルと角振動数のずれは平均値に比べて非常に小さく，k k  ，  

であるとする。この2つの波が重なって進行するとき，波全体 1 2  は，三角関数の公式 

 sin sin 2sin cos
2 2

A B A B
A B

         
   

 (41) 

より2， 

 1 2 2sin( )cos( )kx t k x t            (42) 

と表される。構成員である2つの波はいずれも振幅が1の波[図1(a)]であるが，重なり合ってで

きた波は，振幅が時間とともに変化する波，つまり modulated wave であり，

2cos( )k x t     で表される振幅の中にsin( )kx t で変化する波が埋め込まれたものに 

 

1 本節は文献2, 第7章，7.2.2節「Group Velocity」を参考にしている。 
2 筆者は受験勉強の際に，文献3を参考にして「sin たす sin は2sincos＝にしんのこ(＝鰊の子)」という語呂合わ

せで覚えた。 

表1. 真空中の光と真空中の物体(自由粒子)の諸量(非相対論) 

 pv  gv        

光 c0 c0 
h

p
 0c


 0c k  

物体 
2

p

m
 

p

m
 

g

h

mv
 p



v

 
2

2

k

m

ℏ
 

・ p k ℏ  

・ 2k    

・ 2    

・E h  
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1 = sin[(k + k)x  ( + ) t]

時刻 t1

vg = /k

2cos(k・x  ・t1)

2cos(k・x  ・t2)

2 = sin[(k  k)x  (  ) t]

v1 = ( + )/(k + k)

v2 = (  )/(k  k)

v2(t2  t1)

v1(t2  t1)

vg(t2  t1)

時刻 t2

vp(t2  t1)vp = /k

(a)

(b)

(c)

(d)

A
B

A

B

C

C

 

図1. (a) 時刻 1t での2つの carrier wave. (b) 時刻 1t での modulation envelope. 

(c) 時刻 2t での2つの carrier wave. A, Bは(a)でのA, Bからの移動位置を表

す. (d) 時刻 2t での modulation envelope. C は(b)での C からの移動位置を

表す. 

(文献2：E. Hecht, Optics, 3rd ed., Addison Wesley, Reading, 1998, p.298, Fig. 

7.15を参考に作成) 
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なる[図1(b)]。このとき，sin( )kx t を carrier wave, 2cos( )k x t     を modulation 

envelope と呼ぶ。構成波それぞれの速度は， 

 1 2,
k k k k

      
 

   
v v  (43) 

であるが，carrier wave はその式から明らかなように，平均波数k と平均角速度により与

えられる速度 k で進行し，この速度が位相速度 

 p
k


v  (44) 

である。一方の modulation envelope が進行する速度 k  が群速度 

 g
k





v  (45) 

である。当然のことながら，両者は常に一致するとは限らないし，大小関係も条件に依存し

て一義的には決まらない。たとえば，図1では，時刻 1t に同じ位置[図1(a)の A, B]にある2つ

の carrier wave は，時刻 2t には図1(c)の A, B の位置まで移動するが，時刻 1t に図1(a)の A, B

と同じ位置にある図1(b)の modulation envelope の C は，時刻 2t には図1(d)の C の位置ま

でしか進まない。したがって，図1の場合は g pv v の関係にある。 

波数と角振動数のとずれが十分小さい場合， gv は[式(45)でk  0として] 

 g
d

dk


v  (46) 

により定義される[式(18)]。式(44)より， 

 pk  v  (47) 

であるから，これを式(46)に代入すると， 

 
p

g p

d

d
k

k
 

v

v v  (48) 

が得られる。 p(d d ) 0k v であれば， g pv v となるので群速度は位相速度に等しく，この

状況を「無分散」あるいは「分散がない」と表現する。言い換えると，波数(同時に波長)が変

わっても位相速度が変わらない場合には，群速度は位相速度に等しくなる1。先に示した真空

中の光は p(d d ) 0k v であるから，群速度と位相速度は等しい( p g 0c v v )。一方，物体の

運動は真空中であっても g pv v ( g p2v v )であるから分散がある。 

媒体中の光については，屈折率をnとすると， 

 0
p

c

n
v  (49) 

であるから，式(49)を式(48)に代入して， 

 

1 “分散”という言葉は，物質中の光の速度が波長によって異なることにもとづいて，プリズムなどで光を分け

られる事実に由来している。 
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0 0
g 2

p

dn

d

d
1

d

c kc

n kn

k n
v

n k

 

   
 

v

 (50) 

を得る。通常の媒体による分散では，波長が短い(波数が大きい)ほど屈折率が大きいから

d d 0n k  (正常分散)であり g pv v となる(図1に該当)。単色ではない光が媒体中を進行する

際に，群速度で定義される屈折率として次式で与えられる「群屈折率」(group index)がある。 

 0
g

g

c
n 

v
 (51) 

2k   より 

 
2

2
d dk 




   (52) 

であるから，式(50)は 

 
2

g p p p
d 1 2 d d

1 1 1
d 2 d d

k n n n

n k n n

 
  

                  
v v v v  (53) 

と変形でき，通常の(位相速度にもとづく)屈折率 nと群屈折率 gn の関係として，式(49), (51), 

(53)から， 

 0 0
g

g
p

dd
11

dd

c c n
n

nn

nn




  
   
 

v
v

 (54) 

が得られる。成書によっては，群屈折率を 

 g 0
0

d

d

n
n n 


   (55) 

と記しているものがある( 0 は真空中の波長)。式(55)は次のように導出される。 

群速度の定義式 

 g
d

dk


v  (56) 

を， 

 0 0
02

0 0

2
2 2 d d

c c
   

 


        (57) 

および 

 
2

2 2
0

2 2 2
d d d

n
k k  

  

  
       (58) 
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から得られるd , dkを用いて変形すると[式(58)で，真空中の波長 0 と媒質中の波長の間

の関係 0 n  を用いた]， 

 0 0
g 2

dd

d d

c

k n




 v  (59) 

となる。群屈折率は式(51)で定義されるから， 

 20
g

g 0

d

d

c
n n




 
v

 (60) 

と表すことができ， 0 n  から得られる 

 02
0 0

d 1 d

d d

n
n

n




 

 
  

 
 (61) 

を式(60)に代入すれば式(55)となる。 

 

§4 光速を超える位相速度と光速を超えない群速度 

(特殊)相対性理論により，光速よりも速く移動するものはないとされるが，光速より速くな

れないのは群速度であり位相速度ではない。位相速度は光速よりも速くなれるのである。位

相速度は式(10)および式(12)からわかるように 

 p
k


 v  (62) 

であるから，振動数が0でない限り，波長に比例して大きくなる。非常に長い波長，たとえば，
84 10    m で振動数が1 Hzの波を作れば，その波の速度は光速よりも速くなる。しかし，

この結果は相対性理論に反してはいない。たとえば，sin( )kx t で表される波は時間の経過

とともに x 軸の正方向に進行すると表現される。しかし，x 軸上の各点の振幅に位相差があ

る(規則的にずれている)ために，各点の振幅を結んだ線が x軸の正方向に進むように見えてい

るだけである。実際に起こっているのは，x 軸上の各点が x 軸に垂直な方向に振動している

だけであり，x 軸に沿って物質もエネルギーもあるいは情報も移動していない。これに対し

て，群速度は波束の移動速度であり，波束に乗って物質，エネルギー，情報が移動する。群

速度は高速を超えることができないので，相対性理論に抵触しない。群速度が高速を超えな

いことを確認しておこう。相対性理論にもとづく運動する物体のエネルギーの式(30)は 

 

 

2
2 4 2 2 2 2

0 0 0 0
0

1
p

E m c p c mc mc
mc


 

     
 

 (63) 

と変形することができ，ローレンツ因子 を式(32)の形で書くと， 
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 2 2
0

g

0

1

1

E mc

c

  
  
 

v

 (64) 

となる(物体の速度を gv と記す)。式(64)を変形した 

 
 

   
 

2
g 2

0
0

1E mc
c

v

 (65) 

を gv について解くと， 

 
 

   
 
 

2
2
0

g 0 1
mc

c
E

v  (66) 

が得られる。 0m  および 0E  であるから，常に g 0cv となり，物体(言い換えると，質量，

エネルギー，情報)の移動速度は光速を超えることができない。光の場合， 0m  であるから

g 0cv となる。光は波と粒子両方の性質をもつと表現されるが，真空中の光は波としての位

相速度が 0c であり，粒子としての群速度も 0c であると解釈できる。 

 

(余談) 

最近ではインターネット通信料をデータ通信料と呼ぶことが多いが，以前は「パケット通信料」

という用語をよく耳にした。波束の英語訳は「wave packet」であり，通信において情報が運ば

れる速度は波の位相速度はなく，波束の群速度であるから，パケット通信料という用語には群速

度という物理的な意味が含まれているといえる。 
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