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最初に四元数についておさらいする．H は 単位元 1 をもつ R 上の代数で，次の演算規

則をもつ i, j, k で生成されている：

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

H は 四元数体 (quaternion field) と呼ばれ，H の元は 四元数 (quaternion) と呼ばれ

る．積についての特徴は

· 可換でない．
· 結合法則が成立する：即ち，a(bc) = (ab)c.

· a 6= 0 となる a について，積に関する逆元 x が存在する：ax = xa = 1

四元数 a ∈ H に対し，

(0.1) a = a01 + a1i+ a2j + a3k, al ∈ R

と表すことができる．この表示により H は，4 次元実ベクトル空間 R
4 と同一視すること

ができる．

R は，R1 と同一視される．複素数体 C を H の部分体として捉える仕方は一意的ではな

い. ここでは　 1 と i で生成される部分体を C とおく．四元数 a ∈ H に対し，

a = a0 + ja1, al ∈ C

と表すことができる．この表示により H は，2 次元複素ベクトル空間 C
2 と同一視するこ

とができる．

以下, K は，R または C または H を表すことにする．K
n で，K を成分にもつ n 項列ベ

クトル全体のなす空間を表す．K
n に K の元を 右からかけることにより， K

n は K 上の

ベクトル空間となる．H
n は，R 上の 4n次元ベクトル空間であり，C 上の 2n次元ベクト

ル空間と見ることができる．特に

(0.2) H
n = C

n + j C
n, (直和)

と表すことができる．

K
n+1 内の（Kに関する）1次元部分空間全体の集合を KPn で表す．KPn は，n×dimRK

次元（実）多様体になり，射影空間と呼ばれている．複素射影空間 CPn は複素多様体，ケー
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ラー多様体の典型例として知られている．四元数射影空間 HPn は本講演で論じられる四元

数多様体，四元数ケーラー多様体の典型例である．また， (0.2) によって　自然に CPn は

HPn の部分多様体となることが分かる．本講演のテーマは「四元数多様体の複素部分多様

体」であるが，CPn ⊂ HPn はそのような対象の典型例である．

この講演では，「四元数多様体の複素部分多様体」に関わる 2つの話題について解説する．

1.四元数射影空間 HPn の横断的複素部分多様体

2.対称四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体

– 複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) を中心に

前者の話題は，F.E.Burstall, D.Ferus, K.Leschke, F.Pedit, and U.Pinkall([9]) の理論の

高次元化を試みることが動機である．高次元化の試みを次のような図式で考えたい:

　　　　　　 高次元化の試み

HP 1 の GL(2,H)-幾何

= S4 の共形幾何
⇒ HPn の GL(n+ 1,H)-幾何

= HPn の四元数微分幾何

S4 の曲面（リーマン面） ⇒ HPn の半分次元 “複素部分多様体 ”

後者の話題は，四元数射影空間 HPn の複素部分多様体の研究をほかの対称四元数ケー

ラー多様体の場合に拡張することを目指したものである．四元数ケーラー多様体の全複素部

分多様体はリーマン部分多様体論の興味深い対象になるのではないかと考えている．

「四元数多様体の複素部分多様体」というテーマが，複素微分幾何と四元数微分幾何が相

互作用する四元数複素微分幾何学とでも呼ぶべき研究領域として発展することを期待して

いる．

講演の構成

§1 四元数多様体とその上のツイスター空間

§2 四元数多様体の複素部分多様体

§3 四元数射影空間 HPn の四元数構造，Q-接続

§4 四元数射影空間 HPn の横断的複素部分多様体

§5 対称四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体 – 複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2)

を中心に
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§1 四元数多様体とその上のツイスター空間
この節については，Besse ([5]) Chapter 14 が良い参考文献となる．

四元数多様体の定義を与えたい． C∞ 級可微分多様体，複素多様体の定義のアナロジー

として考えれば，H
n の開集合をモデルとして座標変換を “ 四元数正則写像” とする設定を

自然に思いつく．しかし，“ 四元数正則関数”についての良い概念がないため，上記のよう

な設定では 狭い範囲の対象を扱うものになってしまうことが知られている（この辺の事情

は Besse ([5]) p.410 参照）．ここでは，複素多様体を特別なテンソル場をもつ可微分多様体

とみる捉え方のアナロジーを考える．概複素構造について思い起こそう（本項については，

松島与三 [22] II §16,17, Kobayashi and Nomizu [20] Chapter IX など参照のこと ）．

多様体 M 上の (1, 1) 型テンソル場 I で， I2 = −id をみたすものを M 上の概複素構造

(almost complex structure) という．概複素構造を備えた多様体 (M, I) を概複素多様

体 (almost complex manifold) という．各点 p ∈M において， Ip は接ベクトルを i 倍

するという演算を定め， 接空間 TpM が複素べクトル空間となることを意味している. M

が複素多様体であるときは，複素座標系を用いることにより，各点 p ∈ M の接空間 TpM

を複素ベクトル空間とすることができ，従って概複素構造 Ip を定めることができる．この

ようにして定まる I を複素多様体 M に付随した概複素構造と呼ぶ．

概複素構造 I に対して，複素座標系が存在してその座標系に付随する概複素構造に一致

するとき， I は積分可能 (integrable) という．また，積分可能な概複素構造を単に複素構

造と呼ぶ．概複素構造 I が積分可能であるためのとても良い判定条件が知られている．こ

こでは，接続を用いた条件について紹介する．

概複素構造 I に対して，I を平行にする，即ち ∇I = 0 を満たすアファイン接続を概複

素接続 (almost complex connection)と呼ぶ . 概複素多様体上には概複素接続が必ず存

在することが知られている（cf. [20] p.143). ただし，一意ではない．さらに次が成り立つ．

定理 1.1 (cf. [20] p.145 Corollary 3.5) 概複素多様体 (M, I) が積分可能であるための必要

十分条件は捩率が 0 となる概複素接続が存在することである．

この定理により，複素多様体を 概複素多様体 (M, I) で捩率が 0 の概複素接続　∇ をも
つものとして捉えることができる．四元数多様体の定義として，この捉え方のアナロジーを

考えることにする．定義を与える前に複素多様体についてもう少し準備をする．

（概）複素多様体の幾何学的性質を調べる際，適合するリーマン計量を導入してリーマン

幾何学の手法を適用するのは有効である．(M, I) を概複素多様体とする．M 上の リーマン

計量 g について，各点 p ∈M で，gp が Ip 不変であるとき，エルミート (Hermite)計量と

呼ばれる．エルミート計量 g を備えた概複素多様体を概エルミート多様体といい， (M, I, g)

と表示する．エルミート計量 g について，そのリーマン接続 ∇が概複素接続となる時，ケー
ラー (Kähler)計量と呼ばれる. リーマン接続は捩率が 0であるから，定理 1.1 により，概

複素構造 I は積分可能であり，複素多様体となる．ケーラー計量は，複素構造と相性の良

いリーマン計量と言える．ケーラー計量を備えた複素多様体を ケーラー多様体と呼ぶ．

以上の準備を経て，ここで四元数多様体，四元数ケーラー多様体の定義を与える．

定義 1.2 M を 4n(n ≥ 2) 次元多様体とし，Q を End TM の 3次元部分束で次の条件をみ

たすものとする：
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(a) M の各点 p に対して p の近傍 U で定義された Q の局所枠場 {I, J,K} が存在して，
次をみたす:

I2 = J2 = K2 = −id, IJ = −JI = K,

JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

(b) 捩率が 0 となるアファイン接続 ∇ で, End TM の中で Q を平行にするものが存在

する.

このとき，Q を M 上の四元数構造 (quaternionic structure)といい，Q を備えた多様体

(M,Q) を四元数多様体 (quaternionic manifold)という．条件 (b) をみたすアファイン

接続 ∇ をQ -接続 (Q -connection) という．また，条件 (a) を満たす局所枠場 {I, J,K}
を局所許容枠場という．

与えられた四元数構造 Q に対し，Q -接続は一意的ではなく，次が成立する．

命題 1.3 ([1] Prop.5.1 ) ∇ を Q -接続とする．別の Q -接続 ∇′ に対して，1-form θ が存在

して

(1.1) ∇′
XY = ∇XY + θ(X)Y + θ(Y )X − θ(IX)IY − θ(IY )IX

−θ(JX)JY − θ(JY )JX − θ(KX)KY − θ(KY )KX

が成立する．逆に，1-form θ に対し (1.1) で表せる ∇′ はQ -接続である．

Q -接続は四元数構造 Q を調べるための道具として用いる．四元数構造 Q のみに依存し，

Q -接続の選び方によらない性質，量を論ずる．

四元数構造 Q に次のようにして，自然に内積 〈, 〉 を導入することできる：A,B ∈ Q に

対し，

(1.2) 〈A,B〉 = − 1

4n
tr(AB)

とおく．ここで，tr(AB) は AB を 各接空間の実線形変換とみたときのトレースを表す．局

所許容枠場 {I, J,K} は，この内積に関して正規直交枠場となる．また，Q -接続 ∇ は 〈, 〉
に関して計量接続となる．即ち，局所許容枠場 {I, J,K} に対し 1-forms の組 (ωα)α=1,2,3

が存在し，次が成立する．

(1.3)

∇I = ω3 ⊗ J − ω2 ⊗K

∇J = −ω3 ⊗ I + ω1 ⊗K

∇K = ω2 ⊗ I − ω1 ⊗ J

定義 1.4 (M,Q) を 4n(n ≥ 2) 次元四元数多様体とする．M 上のリーマン計量 g について，

各点 p ∈M で，gp が Qp 不変であり，かつそのリーマン接続が Q-接続であるとき，(Q, g)

を四元数ケーラー構造 (quaternionic Kähler structure) といい，(Q, g) を備えた多様

体 M を四元数ケーラー多様体 (quaternionic Kähler manifold)という．
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四元数ケーラー多様体の曲率については，次のような著しい性質が成立することが知られ

ている（ cf. Besse ([5]) Chapter 14 ）.

(i) アインシュタインである．即ち， Ric = λid が成り立つ．ここで, Ric はリッチ曲率テン

ソルを表し，λは実数．

(ii) リッチ曲率テンソルが 0 である四元数ケーラー多様体に対して，局所許容枠場 {I, J,K}
で， ∇I = ∇J = ∇K = 0 をみたすものが存在する．

M 全体で定義された許容枠場 {I, J,K} で， ∇I = ∇J = ∇K = 0 をみたすものが存在

するとき，(M,Q, g) は ハイパーケーラー多様体 と呼ばれている．本講演ではハイパーケー

ラー多様体については論じない．

例 1.5 リッチ曲率が 0でない四元数ケーラー多様体 M で，対称空間になるものは J.A.Wolf

[31] によって分類されている．そのリストについては， Besse ([5]) にある表を引用させて

もらう．リッチ曲率が正のときは，M はコンパクト型で表中の G/K で表されるもの．リッ

チ曲率が負のときは，M は非コンパクト型で表中の G∗/K で表されるものである．

G G∗ K dimM

Sp(n+ 1) Sp(n, 1) Sp(n)Sp(1) 4n(n ≥ 2)

SU(n+ 2) SU(n, 2) S(U(n)U(2)) 4n(n ≥ 2)

SO(n+ 4) SO(n, 4) SO(n)SO(4) 4n(n ≥ 3)

G2 G2
2 SO(4) 8

F4 F−20
4 Sp(3)Sp(1) 28

E6 E2
6 SU(6)Sp(1) 40

E7 E−5
7 Spin(12)Sp(1) 64

E8 E−24
8 E7Sp(1) 112

Sp(n+1)/Sp(n)Sp(1) は，四元数射影空間 HPn であり，その四元数構造については §3 で
詳述する．SU(n+ 2)/S(U(n)U(2)) は C

n+2 の複素 2 次元部分空間全体のなす複素グラス

マン多様体 Gr2(C
n+2), SO(n+4)/SO(n)SO(4) は R

n+4 の向きづけられた 4次元部分空間

全体の なす実グラスマン多様体 G̃r4(R
n+4) である．また，G2/SO(4) は純虚八元数 Im O

の結合的部分空間全体のなす結合的グラスマン多様体 G̃rass(ImO) と呼ばれるものである．

リッチ曲率が正であるコンパクト四元数ケーラー多様体の例は，上記コンパクト型対称四元

数ケーラー多様体のみしか知られていない．これら知られているもの以外に存在するか否か

の問題は大きな研究テーマになっている．

Alekseevsky and Cortes は，Clifford代数やスピン表現を用いて，等質四元数多様体及び等

質四元数（擬）ケーラー多様体を組織的にかつ大量に構成する方法を示した（V.Cortes [11]

）．Joyce ([17]) による等質四元数多様体の構成方法も興味深い．この方法によって，四元

数ケーラー構造を持たないコンパクト単連結等質四元数多様体が構成できる．

四元数微分幾何学を展開する際，ツイスター空間を導入し複素微分幾何学を援用するのは

有効である．ツイスター空間とその上の複素構造，正則接触構造について述べる．

(M,Q) を四元数構造 Q をもつ四元数多様体とする．

Zp = S(Qp) = {I ∈ Qp|I2 = −id} = {I ∈ Qp|〈I, I〉 = 1}.
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とおく．π : Z →M は，M 上の S2-束になる．Z をM のツイスター空間と呼ぶ．

定理 1.6 ([25] ) (M,Q) を 4n(n ≥ 2) 次元四元数多様体とする．M のツイスター空間 Z は
自然な複素構造 IZ をもつ．π : Z →M のファイバーはこの複素構造に関して，種数 0 の

コンパクト複素曲線になる.

証明の概略． ここでは，Besse ([5] Ch. 14 §G ) による証明についてその概略を紹介する．

Q-接続 ∇ を１つ選ぶ．Q は， ∇に関して End TM の平行な部分束であり，さらに ∇ は
Qの自然な内積に関する計量接続になっていた．これより， ∇ による平行移動で Z は保た
れる．従ってZ の接束 TZ は次のように直和分解される．

TZ = V +H

ここで，V は S2-束のファイバーに接する垂直接分布, H はQ-接続 ∇ によって定義される
水平接分布を表す．

各点 z ∈ Z に対し，TzZ 上の概複素構造 IZ を次のように定める．Zπ(z) = S(Qπ(z)) に

は Qπ(z)の内積と向きから，標準計量と向きが定る．この標準計量と向きから Zπ(z) に複素
構造が定まる．Vz = TzZπ(z) であるから， Zπ(z) の複素構造より， Î2 = −id を満たす Vz
の線形変換 Î が定まる．一方，π∗|Hz : Hz → Tπ(z)M は線形同型写像であり，z は Tπ(z)M

の線形変換で， z2 = −id を満たしている．従って，Ī = (π∗|Hz)
−1 ◦ z ◦ π∗|Hz とおいて，

Hz の線形変換 Ī を定めれば，Ī2 = −id を満たす．以上の議論の上で TzZ 上の概複素構造
IZ を次のように定める．

(i) IZ は Vz,Hz をそれぞれ不変にする．

(ii) Hz 上では，I
Z = Ī.

(iii) Vz 上では，IZ = Î.

補題 1.7 IZ はQ-接続 ∇ の選び方によらない．
IZ のNijenhuis tensor N を計算し，それが 0 となることを示す．Newlander and Niren-

berg の定理 ([24])によって， IZ は積分可能であることが示され，Z は複素多様体となる．
N = 0 を示すには，Q-接続 ∇ の曲率テンソルの性質などを用いて，かなり hard . Besse

のテキスト (p.413 ～ p.415)参照のこと. ✷

四元数ケーラー多様体の場合，そのリーマン接続から定まるツイスター空間 Z上の水平

接分布 H は良い性質を持つ．用語を 1つ導入する．(複素) 2n + 1 次元複素多様体 Z の

（複素）余次元 1 接分布 H に対し，各点の近傍 U 上に正則 1-形式 ω が存在し， U 上

で ω ∧ (dω)n 6= 0, ω|H = 0 を満たすとき， H を正則接触構造 (holomorphic contact

structure) という．

定理 1.8 ([5] Theorem 14.78) (M,Q, g) をリッチ曲率が 0 でない四元数ケーラー多様体と

する． H をリーマン接続から定まるツイスター空間 Z 上の水平接分布とする．このとき，
H は正則接触構造となる．

四元数ケーラー多様体のツイスター空間を具体的に与えることは興味深いと思う．それば

かりでなく，個別の四元数ケーラー多様体の詳細な研究を進める上で重要な方法を与える．

四元数射影空間 HPn のツイスター空間は複素射影空間 CP 2n+1 であり，複素グラスマン
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多様体 Gr2(C
m+2) のツイスター空間は複素射影空間の射影余接束 P(T ∗

CPm+1) である．

等々．後節でその説明を与える．

リーマン対称空間上のツイスター空間についての一般理論とリーマン面からの調和写像の

研究への応用については， Burstall and Rawnsley [10] が参考になる．

§2 四元数多様体の複素部分多様体
(M̃4n, Q̃) を，四元数構造 Q̃ をもつ 4n(n ≥ 2) 次元四元数多様体とする．M̃ のはめ込ま

れた部分多様体 M2m に対して，Q̃|M の切断 Ĩ で (1) Ĩ2 = −id, (2) ĨTM = TM をみたす

ものが存在するとき，M2m を M̃ の概複素部分多様体という (cf. [2])．以下，M を M̃ の

概複素部分多様体とする．Ĩ を M に制限して得られる M の概複素構造を I で表す．Q̃|M
は次のように分解される：

(2.1) Q̃|M = RĨ +Q′.

ここで Q′ = [Ĩ , Q̃|M ] = Ĩ の直交補空間 . Q′ の局所枠場 J̃ , K̃ を選び，{Ĩ , J̃ , K̃} が Q̃|M
の局所許容枠場となるようにする．各点 p ∈M で，T̄pM = TpM ∩ J̃(TpM) とおく．T̄pM

は TpM̃ の Q̃-不変部分空間, TpM の I-不変部分空間になる．

(M̃, Q̃)の Q̃-接続 ∇̃を１つ選ぶ．{Ĩ , J̃ , K̃}に対して，(1.3)で定まる接続形式を (ωα)α=1,2,3

とおく．M 上の 1-form ψ を

(2.2) ψ(X) = ω3(IX)− ω2(X) X ∈ TM

とおく．

命題 2.1 ([2] Theorem 1.1) M2m (m ≥ 2) を (M̃ , Q̃) の概複素部分多様体とする．

(1)M に誘導された概複素構造 I が積分可能であるための必要十分条件は, M 上で ψ = 0.

(2) M の各点 p で，dimTpM/T̄pM > 2 であれば I は積分可能である．

[2] では，(M̃ , Q̃) が四元数ケーラーであることが仮定されているが，ケーラー性を仮定せず

とも上記命題は成立する．証明もほぼ同じ．

π̃ : Z̃ → M̃ をツイスター空間とする．IZ̃ を定理 1.6 で示された Z̃ の複素構造とする．
M2m (m ≥ 2) を (M̃ , Q̃) の概複素部分多様体とし，Ĩ ∈ Γ(Q̃|M ) を対応する切断とする．Ĩ

は Z̃|M の切断であり，Ĩ は M から Z̃ へのはめ込みとみることができる．Ĩ から誘導され
た M の概複素構造を I で表す．Ĩ もしくはその像となる Z̃ の部分多様体 Ĩ(M) を概複素

部分多様体のツイスターリフトと呼ぶこともある．

命題 2.2 ([3] Theorem 4.2) dimM = 2m ≥ 4 とする．このとき I が積分可能であるための

必要十分条件は，Ĩ が M から Z̃ への正則はめ込みとなることである．
[3] では，(M̃, Q̃) が四元数ケーラーであることが仮定されているが, ケーラー性を仮定せず

とも上記命題は成立する．

概複素部分多様体 M2m (m ≥ 2) の各点 p で，J̃ ∈ Q′
p（Q

′ は (2.1) で与えられてい

る）に対し J̃TpM ∩ TpM = {0} が成立するとき，M を (M̃ , Q̃) の横断的複素部分多様体

(transversally complex submanifold) と呼ぶ．命題 2.1 (2) によって Ĩ から誘導され
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た概複素構造 I は積分可能，即ち (M, I) は複素多様体になる．また，(M̃ , Q̃, g̃) が四元数

ケーラー多様体で各点 p ∈ M で J̃ ∈ Q′
p に対し J̃TpM ⊥ TpM が成立するとき，M を

(M̃ , Q̃, g̃) の全複素部分多様体 (totally complex submanifold) と呼ぶ (cf. [13])．

(M̃, Q̃, g̃) をリッチ曲率が 0 でない四元数ケーラー多様体とする．このとき，定理 1.8 に

よってそのツイスター空間 Z̃ は正則接触構造 H をもつ．ツイスターリフトによる全複素部
分多様体の特徴付けが知られている．

命題 2.3 ([3]) M2m (m ≥ 2) を (M̃4n, Q̃, g̃) の概複素部分多様体とする．M が全複素部分

多様体となるための必要十分条件は，ツイスターリフト Ĩ が Z̃ への正則はめ込みであり，
かつ正則接触構造 H に関して積分多様体となることである．特に，m = n のとき，全複素

部分多様体 M2n ⊂ M̃4n から Z̃ へのリフト Ĩ(M) は Z̃ のルジャンドル部分多様体になる．
逆に，Z̃ のルジャンドル部分多様体を射影することにより M̃4nの全複素部分多様体が得ら

れる．

例 2.4 四元数射影空間 HPn は，四元数ケーラー構造をもつリーマン対称空間である (例

1.5)．[27] では，HPn の対称部分多様体となる全複素部分多様体を構成，分類した．即ち，

対称部分多様体となる全複素部分多様体 M2n ⊂ HPn は次のいずれかと合同である．

(1) CPn →֒ HPn (totally geodesic),

(2) Sp(3)/U(3) →֒ HP 6,

(3) SU(6)/S(U(3) × U(3)) →֒ HP 9,

(4) SO(12)/U(6) →֒ HP 15,

(5) E7/E6 · T 1 →֒ HP 27,

(6) CP 1(c̃)× CP 1(c̃/2) →֒ HP 2,

(7) CP 1(c̃)× CP 1(c̃)× CP 1(c̃) →֒ HP 3,

(8) CP 1(c̃)× SO(n+ 1)/SO(2) · SO(n− 1) →֒ HPn (n ≥ 4).

例 2.5 四元数射影空間 HPn のツイスター空間は，複素射影空間 CP 2n+1 である．命題 2.3

によって，CP 2n+1 のジャンドル部分多様体を射影すると HPn の全複素部分多様体を得る．

Landsberg and Manivel ([21] ) は K3 曲面をブローアップした曲面で CP 5 にルジャンドル

部分多様体として埋め込めるものが存在することを示し，CP 2n+1 (n ≥ 2)の非等質なコンパ

クトルジャンドル部分多様体の最初の例であることをコメントしている．その後 Buczynski

([8]) は CP 2n+1 のコンパクト非等質ルジャンドル部分多様体を組織的に構成する方法を示

し，多くの例を構成した．これらの例を射影することにより，四元数射影空間の全複素部分

多様体の例が得られる．

以下では dimM = 1
2 dim M̃ となる横断的複素部分多様体について議論する．分解 (2.1)

におけるQ′ の局所枠場 J̃ , K̃ を選び，{Ĩ , J̃ , K̃} が Q̃|M の局所許容枠場となるようにする．
T⊥M = J̃TM とおく．T⊥M は J̃ の選び方によらず定まり，TM̃ |M の Ĩ -不変部分束 と

なる．このようにして次の分解が得られる：

(2.3) TM̃ |M = TM + T⊥M
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(M̃, Q̃)の Q̃-接続 ∇̃ を１つ選ぶ．分解 (2.3) によってアファイン微分幾何学における部分

多様体論が展開できる．局所枠場 {Ĩ , J̃ , K̃} に対して (1.3) で定まる接続形式を (ωα)α=1,2,3

とおく．命題 2.1 (1) によって， ω2(X) = ω3(IX)．分解 (2.3) によって ∇̃ から M に誘導

接続 ∇, 第 2基本形式 σ が定義される．∇ は捩率零，σ は T⊥M に値をもつ対称テンソル

場となる．M の複素構造 I によって σ を２つの成分 (2, 0) + (0, 2)成分 σ+，(1, 1)成分 σ−

に分解する．即ち

σ = σ+ + σ−

σ+(IX, IY ) = −σ+(X,Y ), σ−(IX, IY ) = σ−(X,Y ), X, Y ∈ TM.

補題 2.6 ([30] Lemma 3.5) (1) ∇I = 0.

(2)

σ−(X,Y ) =
1

2

{
ω2(X)J̃Y + ω3(X)K̃Y + ω2(Y )J̃X + ω3(Y )K̃X

}

=
1

2

{
Ĩ(∇̃X Ĩ)Y + Ĩ(∇̃Y Ĩ)X

}

系 2.7([30] Corollary 3.6) (M̃ , Q̃, g̃) をリッチ曲率が 0 でない四元数ケーラー多様体とし，

M2n (n ≥ 2) を M̃ の横断的複素部分多様体とする．リーマン接続 ∇̃ に関して定まる第２
基本形式の (1, 1)成分を σ−とする． M が全複素部分多様体であるための必要十分条件は，

σ− = 0 となることである．

別の Q̃-接続 ∇̃′ に対して，M̃ 上の 1-form θ が存在して ∇̃ と ∇̃′ とは (1.1) の関係で結

ばれている． ∇̃′ から誘導される M の接続を ∇′, 第 2基本形式を σ′, σ′+, σ
′
− とおく．この

とき，次が成立する：

命題 2.8([30] Proposition 3.7) (1) ∇′
XY = ∇XY +θ(X)Y +θ(Y )X−{θ(IX)IY +θ(IY )IX}

(2) σ′+(X,Y ) = σ+(X,Y )

σ′−(X,Y ) = σ−(X,Y )− {θ(J̃X)J̃Y + θ(J̃Y )J̃X + θ(K̃X)K̃Y + θ(K̃Y )K̃X}

命題 2.8 に関する注意をいくつか述べる．

(1) 複素多様体 M に導入された２つの接続 ∇,∇′ が命題 2.8 (1) の関係で結ばれていると

き，∇′は ∇ の正則射影変形と呼ばれている（ cf [16]）．

(2) 命題 2.8 (2) によって，σ+ は Q̃-接続によらない不変量であることが分かる． σ+ を用

いて，良いクラスの横断的複素部分多様体の特徴付けが得られることが望ましい．第 4節で

そのような定理を１つ与える（定理 4.9）．

(3) 一方 σ− は，Q̃-接続に依存する．ただし，次のようなことは成立する．M1,M2 ⊂ M̃ を

横断的複素部分多様体とし，点 p を共有し，この点で TpM1 = TpM2 とする．この点で M1,

M2 の σ− が一致するか否かは M̃ の Q̃-接続の選び方によらない．

§3 四元数射影空間 HP n の四元数構造，Q-接続

この節は，主に [30] §4 に基づいている．
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四元数 n + 1 項列ベクトル空間を H
n+1 で表す．四元数による右からのスカラー乗法に

ついて四元数ベクトル空間と見る．四元数射影空間 HPn の幾何学を四元数ベクトル束を

用いて論ずる．H
n+1 = HPn × H

n+1 を HPn 上の自明束，L ⊂ H
n+1 を同語反復部分束

(tautological bundle)とする．即ち

L = {(l, v) ∈ HPn ×H
n+1 | v ∈ l}

L は四元数直線束である．H
n+1/L で商ベクトル束を表す．自然に四元数ベクトル束になる．

πL : Hn+1 → H
n+1/L を射影とする．πL は四元数ベクトル束の間の束準同型写像になる．

Hom(L,Hn+1/L) を各ファイバーにおける H-線形写像からなる実ベクトル束とする．以下

では，四元数射影空間 HPn の接ベクトル束 THPn と Hom(L,Hn+1/L) とは実ベクトル束

として同型であることを見る．

d を H
n+1 の自明接続とする．l ∈ HPn, v ∈ l に対して l の近傍で定義された Lの切断 s

を s(l) = v となるように選ぶ．X ∈ TlHP
n に対し α(X) : l → H

n+1/l を

(3.1) α(X)v = πL(dXs)

で定める．切断 s の選び方によらず定義される．また，α(X)は l から H
n+1/l への H-線

形写像である．

命題 3.1 上で定めた α : THPn → Hom(L,Hn+1/L) は実ベクトル束の束同型写像になる．

証明については，[9] p.10 などを参照のこと．

以下では，Hom(L,Hn+1/L) を接ベクトル束 THPnと同一視して議論する．

HPn の四元数構造 Q ⊂ End THPn を次のように定める：U ⊂ HPn を開集合，s0 ∈ Γ(L)

を U 上で定義された零点を持たない L の局所切断とし，固定する．このとき，THPn ∋
X 7→ α(X)(s0) ∈ H

n+1/L は U 上で定義された束同型 THPn → H
n+1/L となる．H

n+1/L

は四元数ベクトル束ゆえ，この束同型を用いて THPn に四元数構造を導入する．即ち

X ∈ THPn|U に対し α(ĨX)(s0) = (α(X)(s0))i, α(J̃X)(s0) = (α(X)(s0))j とおく

さらに，K̃ = Ĩ J̃ とおく．このとき，α(K̃X)(s0) = (α(X)(s0))(−k) である．Ĩ , J̃ , K̃ で R

上生成される End THPn の３次元部分束を Q とおく．Q は局所切断 s0 の選び方によらな

い．GL(n+ 1,H) は HPn に自然に微分同型写像として作用する．この作用で 四元数構造

Q は不変である．

Q-接続については次が成立する.

定理 3.2 次の 1対 1 対応が成立する：

HPn （もしくはその開集合）上の

Q-接続
↔

自明束 H
n+1 の

Hベクトル束としての直和分解

H
n+1 = L+ Lc

ここで Lc は同語反復直線束 L の補空間ベクトル束を表す．
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証明の概略．上記定理 の右辺から左辺への対応を説明する： 自明束 H
n+1 の分解

(3.2) H
n+1 = L+ Lc

が与えられたとする． πL を Lc に制限することにより，自然な同型 Lc ∼= H
n+1/L が得ら

れ次の同型が導かれる：

THPn
α−→ Hom(L,Hn+1/L) −→ Hom(L,Lc)

d を H
n+1 の自明接続とし，分解 (3.2) に応じて d の分解を考える．X ∈ Γ(THPn), s ∈

Γ(L), ξ ∈ Γ(Lc) に対し

dXs = DXs+ α(X)s

dXξ = τ(X)ξ +Dc
Xξ.

ここで，D, Dc はそれぞれ L,Lc の H-線形接続で，α : THPn → Hom(L,Lc) は束同型,

τ : THPn → Hom(Lc, L) は束準同型である．同型対応 α : THPn ∼= Hom(L,Lc) のもと，

D, Dc から定まる HPn のアファイン接続を ∇で表す．即ち X,Y ∈ Γ(THPn), s ∈ Γ(L)

に対し

α(∇XY )(s) = Dc
X(α(Y )(s))− α(Y )(DXs)

このとき，∇は Q-接続になる． ✷

例 3.3アファイン座標: Hn+1の標準基底を {e1, · · · , en+1}とし，その双対基底を{1, · · · , θn+1}
で表す．M ′ = {[v] ∈ HPn | θ1(v) 6= 0} とおく．M ′ は HPn の開集合．M ′ 上で Lc =

{e2, · · · , en+1}H とおく. M ′上での直和分解 H
n+1 = L+ Lc を得る．

M ′ 上に四元数座標 {zγ}γ=2,··· ,n+1, 実座標 {xγa}γ=2,··· ,n+1,a=0,1,2,3 を次のように定める．

M ′ ∋ l に対して，v ∈ l を θ1(v) = 1 をみたすようにとる．このとき, zγ = θγ(v) (γ =

2, · · · , n+1)とおく．このようにして，M ′ は H
n と同一視される．さらに zγ = xγ01+x

γ
1i+

xγ2j+x
γ
3k, x

γ
a ∈ Rとおく．{xγa}γ=2,··· ,n+1,a=0,1,2,3 はM ′上の実座標．M ′ の点 {zγ} = {xγa}

に対し，

v =




1

z2

...

zn+1




=




1

x201 + x21i+ x22j + x23k
...

xn+1
0 1 + xn+1

1 i+ xn+1
2 j + xn+1

3 k




と表せ，v は M ′ 上の L の切断になる．d ∂

∂x
γ
a

v の計算により，

D ∂

∂x
γ
a

v = 0, α(
∂

∂xγa
)v =

{
eγ (a = 0), eγi (a = 1)

eγj (a = 2), eγk (a = 3)

明らかに，d ∂

∂x
γ
a

eδ = 0であるから，Dc
∂

∂x
γ
a

eδ = 0. これらより，∇ ∂

∂x
γ
a

∂
∂xδb

= 0.即ち，Hn ∼= R
4n

の標準接続に他ならない．

例 3.4（擬）リーマン計量: ( , ) を H
n+1 上の非退化四元数エルミート内積とする．M ′ =

{[v] ∈ HPn | (v, v) 6= 0} とおく．M ′ の点で，( , ) に関する L の直交補空間 L⊥ を考える．
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M ′上直交直和分解 H
n+1 = L+ L⊥ を得る．また，( , ) より，M ′ 上に（擬）リーマン計

量 g が次のようにして定義される．l ∈M ′ を固定する．l⊥ を ( , ) に関する l の直交補空

間とする．射影 πl : H
n+1 → H

n+1/l を l⊥ に制限することにより l⊥ と H
n+1/l とを同一視

する．この同一視を通じて H
n+1/l に非退化四元数エルミート内積が定まる．これを同じ記

号 ( , ) で表す．実線形写像 α : TlHP
n → Hom(l,Hn+1/l) を通じて TlHP

n に非退化実内

積 g( , ) を次のようにして導入する. 0 でない v ∈ l を 1 つとり固定する．X,Y ∈ TlHP
n

に対し

g(X,Y ) =
1

(v, v)
Re(α(X)v, α(Y )v)

とおく．g(X,Y ) は v ∈ l の選び方によらず定まる．g( , ) は非退化内積で Ql-不変である

ことが容易に示される．さらに，直交直和分解 H
n+1 = L+L⊥ に対応する Q接続は，g の

（擬）リーマン接続となることが分かる．以上から，(M ′, Q, g) は四元数（擬）ケーラー多

様体となる．より強く (M ′, g) は対称（擬）リーマン多様体になる．特に 標準エルミート内

積 〈 , 〉H の場合，M ′ = HPn となり，(HPn, Q, g) は例 1.5 の表中 Sp(n+ 1)/Sp(n)Sp(1)

で表されるものである．

複素射影空間 CPn に対しても，HPn と同様に議論が展開される．自明束 C
n+1 = CPn×

C
n+1 の同語反復部分束 E を考える． E は複素直線束．商ベクトル束 C

n+1/E は自然に複

素ベクトル束になる．Hom(E,Cn+1/E) を各ファイバーにおける複素線形写像からなる実

ベクトル束とする．接ベクトル束 TCPn から Hom(E,Cn+1/E) への実ベクトル束として

の束同型写像 α が THPn の場合と同様に定まる．Hom(E,Cn+1/E) は自然に複素ベクト

ル束となり，同型写像 α を通じて TCPn に概複素構造 I が定義される．e ∈ CPn を固定す

る．X ∈ TeCPn が与えられたとき，任意の v ∈ e に対し, v 7→ (α(X)v)i で e から C
n+1/e

への写像を定めると複素線形写像となり，Hom(e,Cn+1/e) ∼= TeCP
n のベクトルを定める．

これを IX とおく．即ち，α(IX)v = (α(X)v)i. I は，CPn の概複素構造になる．定理 3.2

と同様な考察を行うと，捩率 0 の接続 ∇ で ∇I = 0 を満たすものが存在することが示され，

I が積分可能になることが分かる．

四元数ベクトル空間 H
n+1 において，H の右からのスカラー乗法を C に制限すること

により, Hn+1 は複素ベクトル空間とみなすことができ，C
2(n+1) と同一視することができ

る．e ⊂ H
n+1 = C

2(n+1) を複素 1 次元部分空間とする.e + ej とおくと，四元数 1 次元

部分空間 l を得る．0 でない u ∈ e をとると S(Ql) の元が定まる．X ∈ TlHP
n に対し，

α(ĨX)u = (α(X)u)i とおけば，Ĩ ∈ S(Ql). さらに，Ĩ は u ∈ e の選び方によらない．以上

から，写像 π̃ : CP 2n+1 → HPn, ψ : CP 2n+1 → Z が定まり，次の可換図式が成立する．

CP 2n+1 ψ−−−−→ Z

π̃

y
yπ

HPn HPn

実際 ψ は正則同型写像であることが示され，CP 2n+1 は HPn のツイスター空間となるこ

とが分かる．
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§4 四元数射影空間 HP n の横断的複素部分多様体

この節は，主に [30] §5,§6 に基づいている．
最初に線形代数の準備をする． V,W を右からのスカラー乗法に関する四元数ベクトル空

間とし， dimH V = 1,dimHW = n とする．Hom(V,W ) を H-線形写像全体のなす実ベク

トル空間とする．四元数構造 Q ⊂ End(Hom(V,W )) を次のように定める： v ∈ V, v 6= 0 を

１つとり固定する．このとき，Hom(V,W ) ∋ F 7→ F (v) ∈W は実線形同型写像となること

に注意して，I, J,K ∈ End(Hom(V,W )) を

F ∈ Hom(V,W ) に対して　 (IF )(v) = F (v)i, (JF )(v) = F (v)j,K = IJ

とおき，I, J,K で R 上生成される End(Hom(V,W )) の部分空間を Q とおく．Q は v ∈
V, v 6= 0 の選び方によらず定まる．横断的複素部分多様体の定義と同様に，実部分空間

U ⊂ Hom(V,W ) が横断的複素部分空間であることが定義される． Ĩ ∈ Q で Ĩ2 = −id,

ĨU = U をみたすものが存在し，さらに 任意の J̃ ∈ Q′ に対し，J̃U ∩U = {0} が成立する
とき， U を横断的複素部分空間という．ここで， Q′ = [Ĩ , Q] = {J̃ ∈ Q | 〈Ĩ , J̃〉 = 0}. 横
断的複素部分空間 U ⊂ Hom(V,W ) は， dimR U = 1

2 dimR Hom(V,W ) をみたすとする．0

でない J̃ ∈ Q′ に対し，U⊥ = J̃U とおく．U⊥ は J̃ の選び方によらず定まり，直和分解

Hom(V,W ) = U + U⊥

を得る．次のような横断的複素部分空間の特徴付けが与えられる．

補題 4.1 ([9] Lemma 3 の高次元版) (1) U ⊂ Hom(V,W ) を横断的複素部分空間で，

dimR U = 1
2 dimR Hom(V,W ) とする．このとき，次の性質をみたす複素構造の組 J1 ∈

End(V ), J2 ∈ End(W ) が存在する：

J2U = U,UJ1 = U, U = {F ∈ Hom(V,W ) | J2F = FJ1}

その上，そのような組 J1, J2 は符号を除いて一意的である．ここで，J2F , FJ1 は H-線形

写像の合成を表し，J2U = {J2F | F ∈ U}, UJ1 = {FJ1 | F ∈ U} は Hom(V,W ) の部分

空間である．

(2) 逆に複素構造の組 J1 ∈ End(V ), J2 ∈ End(W ) が与えられたとき，

U = {F ∈ Hom(V,W ) | J2F = FJ1}

とおくと，U は Hom(V,W ) の横断的複素部分空間で，dimR U = 1
2 dimR Hom(V,W ) とな

る．また，

U⊥ = {F ∈ Hom(V,W ) | J2F = −FJ1}

が成立する．

多様体 M から HPn への写像 f 及びその微分 df を ベクトル束の言葉で記述する：次の

1対 1 対応が成立する：

写像 f :M → HPn ↔ H直線部分束

L ⊂ H =M ×H
n+1
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また，THPn ∼= Hom(L,Hn+1/L) であるので，df は実線形写像

df : TM → Hom(L,H/L)

に対応している．命題 3.1 によって df は次のように与えられる： p ∈M,X ∈ TpM,ψ0 ∈ Lp

が与えられたとき，ψ ∈ Γ(L) を ψ(p) = ψ0 をみたすように選ぶ．このとき， dfp(X)ψ0 =

πL(dXψ).

f :M → HPnを複素n次元複素多様体からの横断的複素はめ込みとする．即ち，HPnの横

断的複素部分多様体で，M の複素構造 I と Ĩ ∈ Γ(Q̃|M )に対して，df(IX) = Ĩdf(X), X ∈
TM が成立している．このはめ込みに対して，dfp : TpM → Hom(Lp, (H/L)p) は単射で，
その像 dfp(TpM) は，Hom(Lp, (H/L)p) の横断的複素部分空間となり，補題 4.1が適用さ

れる．

例 4.2複素射影空間 CPn : S を H
n+1 の複素構造とする．即ち，S ∈ End(Hn+1), S2 = −id.

このとき，S′ = {l ∈ HPn | Sl = l} とおくと，S′ は HPn の横断的複素部分多様体で，n

次元複素射影空間 CPn に正則微分同型になる．

以下では，[9] において S-理論と呼ばれている理論の高次元化を試みる．M → HPn を

複素 n次元複素多様体からの横断的複素はめ込みとする．I を M の複素構造とし，M 上

の（ベクトル空間に値をもつ）1-form ω に対して，∗ω(X) = ω(IX) とおき，∗ω を定める．
写像 S : M → End(Hn+1) (or S ∈ Γ(End H) )は S2 = −id を満たしているとする．この

ような S に対して，End(Hn+1) (or End H)) に値を持つ M 上の 1-forms A+, A− を次で

定義する（[9] §5）

(4.1) A+ =
1

4
(SdS + ∗dS), A− =

1

4
(SdS − ∗dS).

横断的複素はめ込み f :M → HPn に対して，補題 4.1を適用することにより，複素構造の

組 J1 ∈ Γ(EndL), J2 ∈ Γ(EndH/L) で，df(IX) = df(X)J1 = J2df(X) を満たすものが存

在することが分かる．(J1, J2) を拡張してH =M ×H
n+1 の複素構造 S を定義したい．即

ち，S ∈ Γ(End H) で S2 = −id を満たし

(4.2) SL = L, S|L = J1, πLS = J2πL

が成り立つものを考えたい．S|L = J1, πLS = J2πL 及び　 df(X)J1 = J2df(X) であること

より，dS(L) ⊂ L が導かれることに注意する．

定理 4.3 ([9] Theorem 2 の高次元版) M をHPn の横断的複素部分多様体としてはめ込ま

れた（複素）n 次元複素多様体とし，L ⊂ H =M ×H
n+1 をはめ込みに対応する H直線部

分束とする．このとき，次の条件を満たす複素構造 S ∈ Γ(End H) がただ 1つ存在する：

(1) SL = L, dS(L) ⊂ L

(2) ∗df = dfS|L = πLSdf

(3) A−|L = 0
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定理 4.3 によって与えられる複素構造 S ∈ Γ(End H) を横断的複素はめ込みの Gauss 写

像 と呼ぶ. Gauss 写像 S は HPn の四元数構造のみによって定まり，Q− 接続によらない．
この S がHPnの横断的複素部分多様体を四元数微分幾何の立場から論ずる際，有用である

ことが期待される．

H
n+1 の複素構造全体の集合を S で表す．即ち，

S = { S ∈ End(Hn+1) | S2 = −id }.

S は End(Hn+1) の 2(n + 1)2 次元閉部分多様体となる． End(Hn+1) の点における接ベク

トル空間と End(Hn+1) との同一視のもと，S ∈ S における接ベクトル空間 TSS は次で与
えられる：

TSS = { X ∈ End(Hn+1) | XS + SX = 0 }.

S には自然に擬エルミート対称空間の構造が入る．以下，それを説明する．スカラー乗法を
実数に制限することにより H

n+1 を実ベクトル空間とみて，F ∈ End(Hn+1) を実線形変換

と見る．実線形変換としてのトレースを trRF で表す． X,Y ∈ End(Hn+1) に対し

〈X,Y 〉 = − 1

4(n+ 1)
trR(XY )

とおくと， 〈, 〉 は End(Hn+1) における不定値内積になる．この不定値内積 〈, 〉 から，S に
擬リーマン計量が誘導される．この擬リーマン計量の符号数は ((n + 1)(n + 2), n(n + 1))

（即ち標準形における正項の数が，(n + 1)(n + 2) ，負項の数が，n(n + 1）である．また，

S ∈ S,X ∈ TSS に対し，JX = SX とおくと， J は S 上の複素構造になる．擬リーマン計
量 〈, 〉 は J に対して不変である．即ち， X,Y ∈ TSS に対し，〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉 が成り
立つ．このようにして定められた擬エルミート構造に関して，(S, 〈, 〉, J) は擬エルミート対
称空間になる．横断的複素はめ込み M → HPn に対するGauss 写像 S :M → End(Hn+1)

を M から S への写像と見る．このとき，A+ = 0, A− = 0 はそれぞれ， S が反正則写像，

正則写像であることを意味している．

HPn に Q-接続 ∇̃ が与えられているという設定で，横断的複素はめ込みの Gauss 写像に

ついて考える．H
n+1 = L+ Lc を Q-接続 ∇̃ に対応する自明束の分解とする.

命題 4.4M を複素 n 次元複素多様体とし, f :M → HPn を横断的複素はめ込み，S :M →
S ⊂ End(Hn+1) をそのガウス写像とする．さらに，HPn に Q-接続 ∇̃ が与えられている
とする. このとき，次の 3 条件は互いに同値である：

(1) Q|M に誘導された接続 ∇̃ に関して，Ĩ は平行である．

(2) 第 2 基本形式の (1, 1)-成分 σ− について，σ− = 0 .

(3) ガウス写像 S が，Lc を保つ．即ち，S(Lc) = Lc.

命題 4.5 HPn に四元数ケーラー構造 (Q, g̃) が導入されているとする．f :M → HPn を複

素多様体 M からの全複素はめ込みとし，S :M → S ⊂ End(Hn+1) をそのガウス写像とす
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る．このとき，M の各点で S は H
n+1 のユニタリ変換である．さらに，A+ = 0 ，従って

ガウス写像 S は反正則写像である．

§3 例 3.3 で導入された HPn のアファイン座標のもとで横断的複素部分多様体について論

ずる．M ′ ⊂ HPn をアファイン座標が導入されている開集合とする．M ′は H
n と同一視さ

れ，ここでの四元数構造は Hによる右からのスカラー乗法によって与えられる．また，Q-

接続として H
n ∼= R

4n の標準接続 ∇̃ を考える．M → HPn を複素 n 次元複素多様体からの

横断的複素はめ込みとし，その像は M ′ に含まれているとする．はめ込みに対応する H直

線部分束 L ⊂ H =M ×H
n+1 に対し，はめ込み f :M → H

n が存在して L = [

(
1

f

)
]と

表せる．補題 4.1 を適用することにより，写像 λ : M → H, λ2 = −1, N : M → End(Hn),

N2 = −idで

(4.3) ∗df = Ndf = −dfλ

を満たすものが一意的に存在することが分かる．また，各点 p ∈M で M の接ベクトル空

間 df(TpM), 法空間 T⊥
p M は次で与えられる：

(4.4) df(TpM) = {v ∈ H
n | N(p)v = −vλ(p)}, T⊥

p M = {v ∈ H
n | N(p)v = vλ(p)}

標準接続 ∇̃ から M に誘導される接続を ∇, 第２基本形式を σ で表す．このとき，次が成

立する：

補題 4.6 X,Y ∈ TM に対し，

(1) ∗dλ = λdλ = −dλλ

(2) dN ∧ df = df ∧ dλ 即ち dN(X)df(Y )− dN(Y )df(X) = df(X)dλ(Y )− df(Y )dλ(X)

(3) (∗dN)(X)df(Y ) = −NdN(X)df(Y ) + 2Ndf(X)dλ(Y )

(4)

Nσ(X,Y ) = −1

4
{dN(X)df(Y ) + dN(Y )df(X) + df(X)dλ(Y ) + df(Y )dλ(X)}

Nσ+(X,Y ) =
1

4
{−dN(X)df(Y )− dN(Y )df(X) + df(X)dλ(Y ) + df(Y )dλ(X)}

Nσ−(X,Y ) = −1

2
{df(X)dλ(Y ) + df(Y )dλ(X)}

(4)’ (4) の別表示．

σ(X,Y ) =
1

2
{(∗df)(Y )dλ(X) − dN(X)(∗df)(Y )}

σ+(X,Y ) = −1

2
{dN(X)(∗df)(Y ) + (∗df)(X)dλ(Y )}

σ−(X,Y ) =
1

2
{(∗df)(X)dλ(Y ) + (∗df)(Y )dλ(X)}
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定理 4.3 の複素構造 S をアファイン座標のもとで求める．H = M × H
n+1 の枠場(

1

f

)
, e2, · · · , en+1 に関して S を行列表示する．即ち，G =

(
1 0

f In

)
とおき， S =

GPG−1 という形で表す． SL = L という条件より，

(4.5) SG = G

(
−λ η

0 N

)
, λ ∈ H, tη ∈ H

n, N ∈ End(Hn)

(4.6) S2 = −In+1 ⇐⇒ λ2 = −1, λη = ηN, N2 = −In

(4.7) 定理 4.3 (2) の条件式 ⇐⇒ ∗df(X) = Ndf(X) = −df(X)λ, X ∈ TM

(4.8) dS = G

(
−dλ− ηdf dη

0 dfη + dN

)
G−1

(4.9) 4A− = SdS − ∗dS = G

(
2λdλ− 2ηdfλ −λdη + ηdfη + ηdN − ∗dη

0 NdN − ∗dN

)
G−1

(4.10) A−|L = 0 ⇐⇒ dλ = −ηdf

命題 4.7 定理 4.3 で定まる複素構造 S を (4.5) のように表したとき次が成立する：

dS = G

(
0 dη

0 dfη + dN

)
G−1

4A+ = G

(
0 −(dη)N + ∗dη
0 2Ndfη +NdN + ∗dN

)
G−1, 4A− = G

(
0 −(dη)N − ∗dη
0 NdN − ∗dN

)
G−1

また，第２基本形式について次が成立する：

(4.11) 2Nσ−(X,Y ) = df(X)ηdf(Y ) + df(Y )ηdf(X).

命題 4.8 アファイン座標のもとで，σ− = 0 ならば， A+ = 0. 従ってガウス写像 S は反正

則写像である.

定理 4.9 M を HPn に横断的複素部分多様体としてはめ込まれた複素 n 次元複素多様体と

する． M 上 σ+ = 0 ならば，ガウス写像 S :M → S は定値写像である．特に，M はこの

S から例 4.2 のように定まる CPn の開部分多様体になる．

定理 4.9の証明の概略 M に対して定まる H =M×H
n+1の H直線部分束を Lで表す．また，

定理 4.3によって唯一つ定まるHの複素構造を S ∈ Γ(EndH)(あるいはS :M → EndH
n+1)

とする．M の各点に対しこの点 を含む HPn のアファイン座標を導入して議論する．この

とき，アファイン座標を用いて求めた σ+ も消えている（命題 2.8 の後の注意 (2) ）．補題
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4.6 を用いて議論することにより， dS = 0 を得る． 従って， S はM の点によらず一定．

この S から 例 4.2 によって定まる複素射影空間を CPn とする． S(L) = L であったので，

M ⊂ CPn. M と CPn との次元の関係によって，M は CPn の開部分多様体になることが

分かる．

注意 4.10 定理 4.3 で定まる複素構造 S の幾何学的な意味：アファイン座標のもとで考え

る． p ∈M を固定する．

Sp = G

(
−λp ηp

0 Np

)
G−1, G =

(
1 0

f(p) In

)

Sp によって接ベクトル空間は定まる．即ち，df(TpM) = {v ∈ H
n | Npv = −vλp}. また，

第２基本形式の (1, 1) 成分 σ− も命題 4.7 で与えられた公式 (4.11) によって定まる．固定

された Sp から定まる複素射影空間を S′
p で表す．即ち， S′

p = {l ∈ HPn | Spl = l}. この
とき，S′

p は p を含み，この点での接ベクトル空間は，M の接ベクトル空間に一致し，かつ

σ− も一致することが上の議論から分かる．また，命題 2.8 後の注意 (3) により，σ− が一

致するのは，Q̃-接続の選び方によらない．文献 [9] では，S4 = HP 1 の 曲面 M に対して定

まる複素構造 S ∈ Γ(End H) を the mean curvature sphere of M と呼んでいる．

〈 今後の課題 〉　
四元数射影空間 HPn の横断的複素部分多様体について，今後次のような問題について取り

組みたいと考えている：

(1) 全複素部分多様体ではない横断的複素部分多様体で興味深い例を見出す．

(2) 例 2.4 で述べた対称部分多様体となる全複素部分多様体の σ+ やガウス写像 S を用いた

特徴付け．

(3)コンパクト横断的複素部分多様体に対する汎関数をガウス写像の言葉で定義し，その変

分問題を考察する．[9]では，mean curvature sphere (上記 注 4.10 参照)を用いてWillmore

汎関数を再定式化し，そのもとで，Willmore 汎関数に関する問題にアプローチしている．

彼らの研究の高次元化を目指したい．

§5 対称四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体 – 複素グラスマン
多様体 Gr2(C

n+2) を中心に

四元数射影空間 HPn の複素部分多様体の研究をほかの対称四元数ケーラー多様体の場合

に拡張したい．リーマン部分多様体論の観点から全複素部分多様体を中心に考えることに

する．

対称四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体を対象とする先行研究の基本的な結果とし

て，竹内勝による（半分次元）全測地的全複素部分多様体の構成，分類 ([26])が知られてい

る．コンパクト型（あるいは非コンパクト型）対称四元数ケーラー多様体 M̃ とその（半分

次元）完備全測地的全複素部分多様体 M の組 (M̃,M) と佐竹図形のあるクラスとの 1対 1

対応を与えるという美しい理論である．M̃ がコンパクト型で古典型の場合の表を引用して

おく．
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M̃ M 注

HPn CPn n ≥ 2

Gr2(C
n+2) CP p × CP q 0 ≤ p ≤ q, p+ q = n ≥ 2

Gr2(C
n+2) Gr2(R

n+2) n ≥ 2

G̃r4(R
n+4) (Qp ×Qq)/Z2 0 ≤ p ≤ q, p+ q = n ≥ 3

G̃r4(R
2n+4) Gr2(C

n+2) n ≥ 3

ここで， Gr2(C
n+2) は C

n+2 の複素 2 次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様体,

Gr2(R
n+2) は R

n+2 の (向きを考えない) 2 次元部分空間全体の なす実グラスマン多様体,

G̃r4(R
n+4) は R

n+4 の向きづけられた 4 次元部分空間全体の なす実グラスマン多様体，Qp

は複素 p 次元複素 2次超曲面をそれぞれ表す．

講演者は，対称四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体について，次のような方針で研

究を進めている：個別の対称四元数ケーラー多様体について

(1) 四元数構造を具体的に記述し，その幾何学的特徴を明らかにする．

(2) ツイスター空間の幾何学的実現，幾何学的特徴を明らかにする．

(3) (1),(2) をもとに，全複素部分多様体の興味深い例を構成する．

(4) (1),(2) をもとに，全複素部分多様体の幾何学と他の幾何学との連関を明らかにする．

(5) 全複素部分多様体の興味深いクラスの分類：等質であるもの，(4) の視点からの特徴

付け，等．

統一的な理論を目指すのではなく，個別具体的な多様性の豊かさを明らかにしたいと思っ

ている．ここでは，複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) の場合の研究結果 ([28])を述べたい．

ほかにも，実グラスマン多様体 G̃r4(R
n+4), 結合的グラスマン多様体 G̃rass(ImO) について

も取り組んでいるが，まだ十分な成果が得られていない．なお，木村真琴 ([18]) は非平坦複

素空間型の実超曲面と複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) ，C

n+2
1 の不定値複素 2次元部分

空間のなす複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2
1 )，それらのツイスター空間との幾何学的な関

係について興味深い研究を行っている．ここで，C
n+2
1 は指数 1 の不定値複素ベクトル空間

を表す．

C
n+2 の複素 2 次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様体 Gr2(C

n+2) は,ケーラー構

造と四元数ケーラー構造という 2つの興味深い構造が入り,その相互の関係も興味深い．最

初に，Gr2(C
n+2) の四元数ケーラー構造を具体的に与え，その四元数ケーラー構造から定

まるツイスター空間が複素射影空間の射影余接束になることを述べる．

まず，複素多様体の射影余接束に標準的に定義される正則接触構造について述べる．参考

文献として， [12], [19]をあげておく．M̃ を複素 n + 1 次元複素多様体とし，T ∗M̃ を M̃

上の複素 1次形式全体のなす余接束とする．P(T ∗M̃) = (T ∗M̃ −{the zero section})/C× を

射影余接束とする．ここで，C
× = C−{0} は複素スカラー倍として T ∗M̃ に作用している．

P(T ∗M̃) は，底空間を M̃ とし，ファイバーが n 次元複素射影空間 CPn であるファイバー

束である．P(T ∗M̃ ) には正則接触構造が次のように定義される: T ∗M̃ 上に正則 1 次微分形

式 ω を次で定める：

ω(u) = v(π1∗(u)), u ∈ Tv(T
∗M̃)
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ここで, π : T ∗M̃ → M̃ は射影，π∗ はその微分を表す． M̃ の局所座標系 z0, z1, · · · , zn か
ら誘導される T ∗M̃ の局所座標系を z0, z1, · · · , zn, ζ0, ζ1, · · · , ζn とする．このとき，ω は次
のように表される：

ω = ζ0dz0 + ζ1dz1 + · · ·+ ζndzn.

この ω を用いて，P(T ∗M̃) 上に正則接触構造が定義される．

ϕ : M → M̃ を複素多様体 M から，M̃ への正則はめ込みとする．このとき，射影法余

接束 P(N∗M) を

P(N∗M) = { (x, ω) ∈M × P(T ∗M̃) | ϕ(x) = π(ω), ω(dϕx(TxM)) = 0 }

と定め，P(T ∗M̃)　への写像 ϕ̂ を

ϕ̂ : P(N∗M) → P(T ∗M̃), (x, ω) 7→ ω

と定める．このとき，ϕ̂ は正則接触構造に関しルジャンドルはめ込みとなる．

Fillmore ([12])の論文に従い，複素射影空間の射影余接束 P(T ∗
CPn+1) を具体的に与え

る．C
n+2, (Cn+2)∗ で，それぞれ n + 2 項複素列ベクトル空間，行ベクトル空間を表す．

C
n+2 × (Cn+2)∗ の複素部分多様体 P を次式で定める：

P = { (z, w) ∈ (Cn+2 − {0}) × ((Cn+2)∗ − {0}) | wz = 0 }.

複素 Lie 群 C
× × C

× の P への作用を

(5.1) R(λ,µ)(z, w) = (λz, µ−1w) (λ, µ) ∈ C
× × C

×

で定義する．このとき，複素射影空間の射影余接束 P(T ∗
CPn+1) は，P/C× × C

× と表す

ことができる．P 上の正則 1 次微分形式

η̃ = w dz =
n+2∑

i=1

wi dz
i

は，P(T ∗
CPn+1) 上の標準的な正則接触構造を定める．

複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) の四元数構造から定まるツイスター空間との関係を見

るために，n + 2 項複素列ベクトル空間 C
n+2 に標準的なエルミート内積 〈z, w〉C，ユーク

リッド内積 〈 , 〉 を導入し，P(T ∗
CPn+1) の別の表示を与える．

〈z, w〉C = tz̄w =

n+2∑

i=1

z̄iwi for z, w ∈ C
n+2

〈 , 〉 = the real part of 〈 , 〉C.

n + 2 行 2 列複素行列全体の集合を Mn+2,2(C) で表し，標準的なエルミート内積，ユーク

リッド内積を与える：

〈Z,W 〉C = trace tZ̄W for Z,W ∈ Mn+2,2(C)

〈 , 〉 = the real part of 〈 , 〉C.
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C
n+2 のユニタリ 2-系全体のなす複素スティーフェル多様体を V2(C

n+2)で表す．Mn+2,2(C)

の部分多様体として，次のように表される：

V2(C
n+2) = { Z = (z1, z2) ∈ Mn+2,2(C) | tZ̄Z = I2 }．

G = SU(n+ 2) 及び U(1) ×U(1) の V2(C
n+2)への作用をそれぞれ次で定める：

Z = (z1, z2) ∈ Mn+2,2(C) に対して，

(5.2)

ρ(g)(Z) = gZ = (gz1, gz2) g ∈ G = SU(n+ 2)

R(λ,µ)(Z) = Z

(
λ 0

0 µ

)
= (λz1, µz2) (λ, µ) ∈ U(1)×U(1)

このとき， ρ(G) は V2(C
n+2)に推移的に作用し，G の作用 ρ と U(1) × U(1)　の作用は

可換である. 包含写像 ψ̃ : V2(C
n+2) → P を次で定義する：

Z = (z1, z2) ∈ V2(C
n+2)　に対して，

ψ̃(Z) = ψ̃(z1, z2) = (z1, 〈z2, · 〉C) = (z1,
tz̄2).

このとき， ψ̃ は埋め込み（imbedding）であり，U(1) × U(1) の作用に関して同変写像に

なる:

ψ̃(R(λ,µ)(z1, z2)) = R(λ,µ)ψ̃(z1, z2) (λ, µ) ∈ U(1)×U(1)

ψ = π̃ ◦ ψ̃ : V2(C
n+2) → P(T ∗

CPn+1) とおく．ここで, π̃ : P → P(T ∗
CPn+1) は射影を表

す．このとき, ψ は U(1)×U(1) を構造群としてもつ主ファイバー束となる．

複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) のケーラー構造，四元数ケーラー構造を記述する．参

考文献として，[6],[23] をあげておく．群 U(2) は V2(C
n+2) に右から自由に作用している :

Ra(Z) = Za Z ∈ V2(C
n+2), a ∈ U(2)

自然な射影 π2 : V2(C
n+2) → Gr2(C

n+2) Z = (z1, z2) 7→ SpanC {z1, z2} は U(2) を構造

群にもつ主ファイバー束である． U(1)×U(1) は，U(2) の閉部分群であるから，全射写像

π : P(T ∗
CPn+1) → Gr2(C

n+2) が存在し，次の可換図式が成立する：

(5.3) V2(C
n+2)

P (T ∗
CPn+1)

ψ

π

π2

Gr2(C
n+2)

❍
❍
❍
❍
❍
❍❥

❄

✟
✟

✟
✟

✟
✟✙
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特に，写像 π : P(T ∗
CPn+1) → Gr2(C

n+2) は，標準ファイバー U(2)/U(1) × U(1)　をも

つ随伴束である．Z ∈ V2(C
n+2) における V2(C

n+2) の接ベクトル空間は，Mn+2,2(C)　の

実部分空間として次のように表される:

TZV2(C
n+2) = { W ∈ Mn+2,2(C) | tW̄Z + tZ̄W = 0 }.

TZV2(C
n+2) の部分空間 VZ を次で定める：

VZ = { ZA | A ∈ u(2) }.

VZ は主ファイバー束 π2 : V2(C
n+2) → Gr2(C

n+2) の Z におけるファイバーに接する部分

空間である．TZV2(C
n+2) におけるユークリッド内積 〈 , 〉 に関する VZ の直交補空間 HZ

は次のように表される：

HZ = { W ∈ TZV2(C
n+2) | tZ̄W = 0 }

= { W = (w1, w2) ∈ Mn+2,2(C) | w1, w2 ∈ π2(Z)
⊥ }

ここで，π2(Z)
⊥ は C

n+2 におけるπ2(Z)の直交補空間を表す．上の式より，任意の a ∈ U(2)

に対して HZa = HZ , Ra∗(HZ) = HZ が導かれる．このことは，V2(C
n+2) ∋ Z 7→ HZ ⊂

TZV2(C
n+2) は，主ファイバー束 π2 : V2(C

n+2) → Gr2(C
n+2)　の接続になっていること

を意味している．HZ 上の内積 〈 , 〉 は，U(2) の右からの作用で不変ゆえ， Gr2(C
n+2) 上

のリーマン計量 g̃ を定める．

各 Z ∈ V2(C
n+2) で， HZ は U(2)の作用で不変ゆえ，その Lie 環 u(2) の作用でも不変

となる．さらに次の関係式が成立する：

Ra∗(WA) = Ra∗(W )Ad(a−1)A for W ∈ HZ , a ∈ U(2), A ∈ u(2).

u(2) の作用を用いて，複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) にケーラー構造，四元数ケーラー

構造を定義する．u(2)は次のように，Lie 環の直和として分解される：

u(2) = Rε0 + su(2), ε0 =

( √
−1 0

0
√
−1

)

ε0 の作用により，ケーラー構造 Ĩ 　が定義され, su(2) の作用により，四元数ケーラー構造

Q̃ が定義される．以下で，より詳しく説明する．

各 A ∈ u(2) に対し, 線形変換 J̃A ∈ End(HZ) を次で定義する：

J̃AW =WA for W ∈ HZ .

u(2) の基底 {ε0, ε1, ε2, ε3} を次で与える：

ε0 =

( √
−1 0

0
√
−1

)
, ε1 =

( √
−1 0

0 −
√
−1

)
, ε2 =

(
0 −1

1 0

)
, ε3 =

(
0

√
−1√

−1 0

)
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さらに， J̃i = J̃εi (i = 0, 1, 2, 3) とおく．このとき，次が成立する：

(5.4)

J̃2
i = −id (i = 0, 1, 2, 3), J̃0J̃i = J̃iJ̃0 (i = 1, 2, 3),

J̃1J̃2 = J̃3, J̃2J̃3 = J̃1, J̃3J̃1 = J̃2.

特に，W ∈ HZ に対し，J̃0W =
√
−1W となる．ε0 は U(2) の随伴表現 Ad(U(2)) で不変

ゆえ， HZ の線形変換 J̃0 は U(2) の右からの作用で不変．これより，Gr2(C
n+2) 上の概複

素構造を定める．これを，Ĩ で表す． (Ĩ , g̃) は G = SU(n+2) の作用で不変ゆえ，(Ĩ , g̃) は

Gr2(C
n+2)上のケーラー構造となる．

次に，G2(C
n+2)上の四元数構造 Q̃を定義しよう．Z ∈ V2(C

n+2)におけるHZ の線形変換

J̃A　を (dπ2)Z によって Tπ2(Z)Gr2(C
n+2)の線形変換に移す．このようにして得られた線形

変換を J̃(Z,A) で表す．Z,Z ′ ∈ V2(C
n+2)と A,A′ ∈ su(2)　に対し，J̃(Z,A) = J̃(Z ′, A′)

が成り立つための必要十分条件は a ∈ U(2) で Z ′ = Za , A′ = Ad(a−1)A を満たすものが

存在することである．U(2) の su(2)への随伴表現による，随伴束 V2(C
n+2)×U(2) su(2) を

考える．このとき，[(Z,A)] ∈ V2(C
n+2)×U(2) su(2) に対して，µ([(Z,A)]) = J̃(Z,A) とお

くことにより，埋め込み (imebedding) µ：V2(C
n+2)×U(2) su(2) → End(TGr2(C

n+2)) を定

義することができる．µ は束準同型である．像 µ(V2(C
n+2)×U(2) su(2)) を Q̃ とおく．Q̃ は

Gr2(C
n+2) 上の概四元数構造となる．Q̃ は，End(TGr2(C

n+2))　の中で，G = SU(n+ 2)

の作用で不変であることから， (Q̃, g̃) は Gr2(C
n+2) 上の四元数ケーラー構造であることが

分かる．

最後に，Gr2(C
n+2) の四元数構造から定まるツイスター空間が複素射影空間の射影余接束

になることを示す．S = { A ∈ su(2) | A2 = −id } とおく. S は 2次元球面である．U(2)

の su(2) への随伴表現は S に推移的に作用する．従って，束準同型 µ は V2(C
n+2)×U(2) S

から ツイスター空間 Z ⊂ Q̃ of G2(C
n+2)　の上への写像となる．U(2) の作用の ε1 ∈ su(2)

における等方部分群は U(1)×U(1)　である．これより，Z ∈ V2(C
n+2)　に対して, φ(Z) =

µ([(Z, ε1)]) = J̃(Z, ε1) とおくことにより，U(1)×U(1)を構造群としてもつ主ファイバー束

φ : V2(C
n+2) → Z が定まる．特に，複素射影空間の射影余接束 P(T ∗

CPn+1) からツイス

ター空間 Z への束同型写像 ϕ が定義されて，次の可換図式が成立する：

V2(C
n+2)

P (T ∗
CPn+1) Z

ϕ

φψ

ππ

Gr2(C
n+2)

✟
✟

✟
✟

✟
✟✙

❍
❍
❍
❍
❍
❍❥

✲

❍
❍
❍
❍
❍
❍❥

✟
✟

✟
✟

✟
✟✙
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さらに， ϕ は，2つ の複素多様体間の写像として正則写像であり，それぞれの正則接触構

造が ϕ によって移されることが示される．その議論は省略する．以上から，次が示された．

定理 5.1 複素射影空間の射影余接束 P(T ∗
CPn+1) は図式 (5.3) によって，四元数ケーラー

多様体 Gr2(C
n+2)　のツイスター空間とみることができる．より正確には，P(T ∗

CPn+1)

　の複素構造と四元数多様体のツイスター空間として定まる複素構造は一致し，射影余接束

として定まる正則接触構造と四元数ケーラー多様体のツイスター空間として定まる正則接触

構造は一致する．

命題 2.3 及び 定理 5.1 を応用して，複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) の全複素部分多様

体を構成することができる．次のファイブレーションに注目する：

P(T ∗
CPn+1)

π

ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦

π1

&&
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆

Gr2(C
n+2) CPn+1

ϕ :M → CPn+1を複素m次元複素多様体M から，複素射影空間 CPn+1 への正則はめ込

み (a holomorphic immersion)とし，ϕ̂ : P(N∗M) → P(T ∗
CPn+1)を射影法余接束P(N∗M)

から P(T ∗
CPm+1) へのルジャンドルはめ込みとする．ϕ̃ = π ◦ ϕ̂ : P(N∗M) → Gr2(C

n+2)

とおく．ここで，π : P(T ∗
CPn+1) → Gr2(C

n+2) はツイスター空間からの射影である．この

とき，命題 2.3 によって， ϕ̃ は半分次元の全複素はめ込み（a totally complex immersion）

である．

命題 5.2 複素 m 次元複素多様体 M から，複素射影空間 CPn+1 への正則はめ込み (a

holomorphic immersion) とする．このとき, ϕ̃ : P(N∗M) → Gr2(C
n+2) は，半分次元の全

複素はめ込みである．特に， ϕ :M → CPn+1 をはめ込まれた複素超曲面とすると，M か

ら Gr2(C
n+2) への全複素はめ込みが得られる．

命題 5.2 により，Gr2(C
n+2)の全複素部分多様体の例がたくさん構成できることが分かる．

等質部分多様体となる例を構成しよう．Cn+2のユークリッド内積 〈 , 〉 = the real part of 〈 , 〉C
から誘導される CPn+1 のフビニ-スタディ計量を考える．この計量に関する正則等長変換

群は， PU(n + 2) = SU(n + 2)/{ cIn+2 | c ∈ C with cn+2 = 1 } である．M.Buchner，

K.Fritzsche，T.Sakai([7])に従い，法等質部分多様体 (normally homogeneous submanifolds)

の定義を与える．

定義 5.3 M を CPn+1 に埋め込まれた閉連結部分多様体とする．PU(n+ 2) の閉連結部分

群 G が存在し, M は G の軌道であり，ある x ∈ M での等方部分群 Gx が x での単位法

ベクトルに推移的に作用しているとき，M は法等質部分多様体 (a normally homogeneous

submanifold) と呼ばれる．

明らかに，定義 5.3 はどんなリーマン多様体に対しても設定できる．

Buchner,Fritzsche and Sakai ([7]) は， CPn+1　の法等質複素部分多様体を分類した．

定理 5.4 ([7] Theorem 4.2) 複素射影空間 CPn+1 の法等質複素部分多様体は次のものに

限る．
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(1) 線形部分空間 CP k → CPn+1 k = 0, 1, · · · , n.

(2) セグレ埋め込み CP 1 ×CPm → CP 2m+1 .

(3) 2 次超曲面 Qn → CPn+1.

(4) プリュッカー埋め込みによる　グラスマン多様体 G2(C
5) → CP 9 .

(5) スピン表現による　エルミート対称空間 SO(10)/U(5) → CP 15 .

ここで，CP 0 は，CPn+1 の 1 点を表している．

M を複素射影空間 CPn+1 の法等質複素部分多様体とすると， N = π(P(N∗M)) は 複素

グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) の等質（局所）全複素部分多様体になる．逆も成立する．

定理 5.5 N を Gr2(C
n+2) の半分次元の（局所）全複素部分多様体とする．N が等質部分

多様体ならば，CPn+1 の法等質複素部分多様体 M が存在し，N = π(P(N∗M))　となる．

複素グラスマン多様体 Gr2(C
n+2) がもつもう一つの幾何構造であるケーラー構造 Ĩ に関

係する性質を利用した特徴付けについての結果を紹介する．

(M̃ , Ĩ, g̃) をケーラー多様体とし，N をその部分多様体とする．N の各点 x ∈ N で Dx =

TxN ∩ ĨTxN とおいて Dx を定義する．部分多様体 N が CR-部分多様体であるとは，Dx

の次元がすべての点 x ∈ N で同じであり，その直交補空間 D⊥ が全実（totally real），即

ちすべての点 x ∈ N で ĨD⊥
x ⊂ T⊥

x N を満たすときをいう（[4]）.

定理 5.6 N を Gr2(C
n+2) の半分次元の（局所）全複素部分多様体とする．N がケーラー

構造 Ĩ に関して CR-部分多様体であるならば，CPn+1 の法等質複素部分多様体 M が存在

し, N は π(P(N∗M)) に局所合同である．

全測地的部分多様体について次のような特徴付けも得られた．

定理 5.7 N を Gr2(C
n+2) の半分次元の（局所）全複素部分多様体とする．N がケーラー

構造 Ĩ に関して 複素部分多様体ならば，全測地的部分多様体 CPn または CP k × CPn−k

(1 ≤ k ≤ n − 1 )に局所合同である．N が全実部分多様体ならば，全測地的部分多様体

Gr2(R
n+2) に局所合同である．ここで, Gr2(R

n+2) は R
n+2 の 2 次元部分空間全体のなす

実グラスマン多様体を表す．

〈 今後の課題 〉　
実グラスマン多様体 G̃r4(R

n+4), 結合的グラスマン多様体 G̃rass(ImO) についても同様の結

果をえたい．即ち，

· ツイスター空間の幾何学的実現，幾何学的特徴を明らかにする．
· 全複素部分多様体の興味深い例を構成する．
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