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近年，放射光施設で得られる高強度のX線を物性研究に利用した研究が世界各地で盛んに行われてい
る．我々が研究対象にしている強相関電子系と呼ばれる物質で起きる様々な現象は，電子がもつ電荷・
スピン・軌道の 3つの自由度が複雑に絡み合うことに起因しているわけだが，それらを観測する手段
として放射光 X線が威力を発揮し，他の実験手法では得られない重要な情報が提出されるようになっ
てきた．特に放射光の特徴である高強度・偏光・エネルギー可変性をフルに活用することで，X線を
単に結晶構造を調べる手段として使うだけではなく，価数（単極子），磁気モーメント（双極子）や
電気四極子，さらにはより高次の多極子の秩序構造やゆらぎまで調べることができ，実際にそれらを
観測した例が最近多く報告されている．そこで用いられる手法は「共鳴 X線散乱」と呼ばれており，
X線の散乱過程に原子内の準位間遷移が介在している．その意味で，実験室の装置で行われているよ
うな通常の X線回折とは原理が異なっている．ここでは，共鳴 X線散乱の原理から始め，実験方法，
どのような情報が引き出されるのか，実際の物質への適用例，長所と短所について述べてみたい．

1 X線散乱の理論

1.1 電子と電磁場との相互作用

X線は電磁波であるから，電子が電磁場中におかれた状況から考えよう [1, 2]．まず 1個の原子を想定し，その
中の電子が電磁場の作用を受けるとき，系全体のハミルトニアンは次のように書ける．

H =
∑

i

1
2me

(
pi −

e

c
A(ri)

)2

−
∑

i

Ze2

ri
+

∑
i,j

e2

|ri − rj |
− eh̄

mec

∑
i

si · ∇ × A(ri)

− eh̄

2m 2
e c2

∑
i

si · E(ri) ×
(
pi −

e

c
A(ri)

)
+

∑
k,λ

h̄ωk(a†
kλakλ +

1
2
) (1)

第 1 項は電磁場中における電子の運動エネルギー，第 2 項は原子核からのポテンシャル，第 3 項
は電子間のクーロン相互作用，第 4 項は電子スピンと磁場との相互作用，第 5 項は相対論的効果

図 1: 原子に (k, ε)の電磁波が入
射し，散乱されて (k′, ε′)になる
様子．

によるスピン軌道相互作用，第 6項は電磁場のエネルギーを表す [3, 4]．meは

電子の質量，i, jは電子に付けた番号である．また，a†
kλは波数ベクトル k，偏

光状態 λの光子 (photon)を 1個生成する演算子，akλは消滅させる演算子で

ある．εkλはその光子の偏光ベクトル，ωkは角周波数である．指数 λは，たと

えば kと k′ を含む散乱面に垂直 (σ)または平行 (π)な直線偏光や，右回りま
たは左回りの円偏光のように，2つの直交する偏光状態を表すのに使う．また，
電磁波は横波なので，k · εkλ = 0 の関係が成り立つ．
電場と磁場は，電磁場のポテンシャル φとAを用いて，Maxwell方程式に

より次のように表される1．

E = −∇φ − 1
c

∂A

∂t
(2)

H = ∇× A (3)

∗E-mail: tmatsu@iiyo.phys.tohoku.ac.jp, http://sheat.phys.tohoku.ac.jp/˜tmatsu/
1ベクトルポテンシャル Aは，∇ · A = 0 となるようにとる．
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(1)に (2)を代入し，展開してまとめ直すと2，最終的に系のハミルトニアンは

次のように表される．
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H0は電子系のハミルトニアンであり，(n, l, m)で表される量子数や全角運動量 (L, S, J)で表される固有状態を
もつものである．HRは電磁場のハミルトニアン，そしてH′が電磁場と電子との相互作用である．このうち，H′

1

とH′
2 が電荷と電磁場との相互作用，H′

2 とH′
4 がスピンと電磁場との相互作用になっている．

最後に，ベクトルポテンシャルAは光子の生成消滅演算子を用いて

A(r) =
∑
k,λ

√
2πh̄c2

V ωk
(εkλakλeik·r + ε∗

kλa†
kλe−ik·r) (8)

と表される [4]．

1.2 X線の散乱断面積

電磁場との相互作用によって系の状態が始状態 |i〉から終状態 |f〉へ遷移する単位時間あたりの確率は，Fermi
の黄金律により
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と書ける [3, 4]．電子系の状態が |a〉，波数ベクトル kで偏光状態 λの光子がいくつかある状態を始状態とする．

その光子が 1個消滅し，波数ベクトル k′で偏光状態 λ′の別の光子が 1個新たにでき，電子系の状態が |a′〉になっ
た状態を終状態とするとき，これは光子の散乱を表す．H′

3とH′
4はAについて 1次であり，光子を 1個作るか消

すかのどちらかであるから，(9)の第 1項の 1次摂動の行列要素は持たない．Aについて 2次であるH′
1とH′

2が

1次摂動での散乱を起こす．H′
3 とH′

4 が散乱に寄与するのは (9)の第 2項の 2次摂動を通してである．このとき
中間状態 |n〉を経て始状態から終状態へ遷移する．中間状態 |n〉は光子が 1個生成または消滅し，電子系も中間状
態 |c〉になった状態である．実際に計算をしてみると，いずれの摂動項においても |kλ〉の光子がまず消滅してか
ら |k′λ′〉の光子が生成される場合と，逆に |k′λ′〉の光子が先に生成されてから |kλ〉の光子が消滅する場合の 2通
りの過程が出てくる．

単位時間あたりの遷移確率 wが判れば散乱断面積を計算することができる．終状態の状態密度を ρ(Ef )，入射
する電磁波のフラックスを I0(= c/V )とすると，(

d2σ

dΩdE

)
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wρ(Ef )
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V ω2

k′
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2スピン軌道相互作用におけるAについて 1次の項は，(1)の第 1項におけるAについての 1次の項よりも h̄ω/mec2 のオーダーだけ小
さいので，無視する．mec2 ≈ 511 keV であるのに対し，通常の回折実験で用いる波長 1 Å 程度の X 線の h̄ω は，λ(Å)= 12.398/E(keV)
の関係より，数 keV から十数 keV 程度である．
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である．これは中性子の散乱断面積の計算と同じである [5]．
|a,kλ〉から |a′,k′λ′〉への散乱断面積は，単純だが多少煩雑な計算の後，最終的に次のようになる．(
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ここで

κ = k − k′

は，X線の散乱ベクトルである．次に，(12)の絶対値記号の中を順に説明しよう．

1.2.1 電荷による散乱 –Thomson散乱–
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図 2: Yb原子の原子散乱因子．

第 1項の ε′ ·εに比例する部分が (7)の第 1項H′
1に起因する部分で，電磁場

と電荷の相互作用によって生じる普通の X線散乱であり，Thomson散乱と

呼ばれる．振動する電場によって電子が揺すられることで，加速度を受ける電

子が電磁波を発する現象であると考えればよい．原子内の全電子を記述する波

動関数が |a〉であるとき，

f0(κ) = 〈a|
∑

i

eiκ·ri |a〉 (13)

は電子密度のフーリエ変換，すなわち原子散乱因子である．κ = 0のときに
全電子数に等しく，κが大きくなるにつれて小さくなっていく．ここでは，散

乱によって電子系の波動関数が変化するような効果は無視できるほど小さく，

|a′〉 = |a〉と考えてよい3．

1.2.2 X線磁気散乱

第 2項の ε′ × εに比例する部分はH′
2 に起因する部分で，電磁場と電子スピンとの相互作用によって生じるX

線磁気散乱である．ここで，

fS(κ) = 〈a|
∑

i

sie
iκ·ri |a〉 (14)

はスピン密度のフーリエ変換であり，磁気形状因子のスピン部分である．これも κ = 0のときに最大で，κが大き

くなるにつれて小さくなっていく．ここでも，Thomson散乱と同様，|a′〉 = |a〉と考えてよい．
X線磁気散乱の強度は Thomson散乱と比べると桁違いに弱い．まず ( h̄ω

mec2 )2 の因子がかかる分だけ小さくな
る4．さらに Thomson散乱に寄与するのは原子内の全部の電子であるのに対して，磁気散乱に寄与するのは磁性
を担う電子軌道内のたかだか数個の磁性電子だけであるから，散乱に寄与する電子数の 2乗も強度比に効いてく
る5．結局，X線磁気散乱の強度は Thomson散乱に比べて 10−6程度しかないことになる．それでも高強度の放射

光 X線を使えば十分に観測は可能である．
3閉殻部分の電子は変化しようがないから，変わるとすれば不完全殻の電子である．結晶場励起のような励起があればそれも可能であろう

が，そのような効果よりも，変化しない部分による，弾性散乱による散乱振幅のほうが圧倒的に大きい．
4エネルギー 10keV（波長 1.2398Å）の X 線では，( 10

511
)2 = 3.8 × 10−4．

5例えば原子番号 64 の Gd3+ イオンには 61 個の電子があるが，このうち磁気散乱に寄与するのは 4f 軌道にある 7 個だけである．従っ
て，強度比は ( 7

61
)2 = 1.3 × 10−2．
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1.2.3 共鳴散乱

第 3項の中間状態 |c〉を含む散乱項が共鳴散乱である．先の 2項はどのX線エネルギーでも起こる非共鳴型の散
乱であるのに対し，この項は h̄ω = Ec −Eaの近傍で増強され，激しいエネルギー依存性を示すため，異常散乱と

も呼ばれる．この項が表しているのは，X線のエネルギーを原子の準位間エネルギーに一致させたときに，内殻の
電子が外殻の非占有軌道に励起され，電子が再びもとの内殻軌道に戻るときに，同じエネルギーの X線が放出さ
れるという現象である．つまり中間状態 |c〉とは，内殻にホールが 1個できて外殻の非占有軌道に電子が 1個付け
加わった状態のことであると考えればよい6．行列要素の中身を見るとわかるように，|a〉から |c〉への遷移を引き
起こす摂動の起源として，電子の運動量 pによる部分と電子のスピン sによる部分とがあるが，後に簡単な見積

もりを示すように，スピンによる効果は圧倒的に小さい．始状態のエネルギーはEi = Ea + h̄ωk，中間状態のエネ

ルギーは，入射光子が先に消滅する場合En = Ec，散乱光子が先に生成される場合En = Ec + h̄ωk + h̄ωk′ となる

ので，その違いがそれぞれ { }内の第 1項と第 2項に現れている．また，中間状態の寿命に対応するエネルギー
幅として，Γcをここで導入した．Ec > Eaであるから，ふつう共鳴条件に合わせるというのは h̄ωk = Ec −Eaに

合わせるということである．そうすることで，(12)の共鳴散乱項の分母が小さくなり，散乱強度の増大が見込ま
れるのである．図 3に弾性散乱を想定した場合の共鳴散乱過程の始状態，中間状態，終状態の模式図を示した．

X線のエネルギーが Ec −Eaよりも高くなると，内殻から非占有軌道への電子励起が起こるためにX線の吸収
が突然大きくなることから，このエネルギーは吸収端と呼ばれており，各元素に固有の値がある7．特に，遷移金

属のK 吸収端や希土類元素の L吸収端のエネルギーは数 keVから十数 keVの領域にあり，ちょうど回折実験で
用いられる X線の波長領域と一致している8．この共鳴エネルギーの X線を使って回折実験を行い，(12)の共鳴
散乱項による散乱強度を引き出すのが共鳴 X線散乱という実験手法である．表 1に希土類元素でよく使われる L

吸収端のエネルギーを示した．LII は 2p1/2 ↔ 5d遷移，LIII は 2p3/2 ↔ 5d遷移に対応している．

中間状態として電子が 1個付け加えられる非占有軌道にもいろいろな種類の軌道があるが，普通は軌道角運動量
lが内殻ホールと 1だけ異なるような軌道への遷移，すなわち，内殻が s軌道 (l = 0)のときは p軌道 (l = 1)へ，
内殻が p軌道 (l = 1)のときは d軌道 (l = 2)への遷移が最も強い．表 1に示したのはそのような遷移に対応する
エネルギーである．この吸収端はどの元素でも非常に明瞭に観測されるので，main-edgeと呼ばれることが多い．

それに対して，lが 2だけ異なるような軌道への遷移は，通常main-edgeよりも 10 eVから数十 eV程度低いエネ
ルギー位置に弱く観測されるので，pre-edgeと呼ばれる．この遷移による共鳴散乱では，遷移金属では 1s ↔ 3d，

図 3: 共鳴 X線散乱の過程における始状態，中間状態，終状態．

6非占有軌道に励起された電子がそのままもとの内殻に戻ってくれば，散乱前後の電子状態は同じであり，|a′〉 = |a〉，h̄ωk = h̄ωk′，すな
わち弾性散乱である．中間状態で電子相関効果により内殻ホールや非占有軌道に加わった電子のスクリーニングが起こり，異なる電子状態か
ら内殻ホールに戻る場合，|a′〉 6= |a〉，h̄ωk 6= h̄ωk′ であり，非弾性散乱となる．これを共鳴非弾性散乱と呼んでいる．

7例えば，Cu ターゲットを使った実験室の X 線装置では，Cu-Kα 線 (8.04 keV) を通し Cu-Kβ 線 (8.90 keV) を除去するためのフィル
ターとして，K 吸収端 8.33 keV の Ni フィルムが使われる．

8吸収端の名称はどの内殻軌道にホールができるかによって区別される．主量子数 n の違いによって K 端 (n = 1)，L 端 (n = 2)，M 端
(n = 3)のように分類され，さらに軌道の違いによって s1/2 のとき I，p1/2 のとき II，p3/2 のとき III，d3/2 のとき IV，d5/2 のとき Vと
いった添え字が付けられる．
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表 1: 希土類元素の L吸収端のエネルギー (keV)．波長は λ(Å)= 12.398/E(keV)の関係式から容易に導出できる．

Ce Pr Nd Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb

LII 6.164 6.440 6.722 7.312 7.617 7.930 8.252 8.581 8.918 9.264 9.617 9.978
LIII 5.723 5.964 6.208 6.716 6.977 7.243 7.514 7.790 8.071 8.358 8.648 8.944

希土類では 2p ↔ 4f の遷移を経由するので，中間状態がまさに磁性を担う軌道そのものの情報を含むことになっ

て大変貴重であるが，普通は強度が弱く，どの物質でも常に観測できるわけではない．lが 1あるいは 2だけ異な
る軌道への遷移を，それぞれ双極子 (E1)遷移および四極子 (E2)遷移と呼ぶが，その意味は後で明らかになる．

1.2.4 Thomson散乱，磁気散乱，共鳴散乱の整理

以上，電子の電荷による Thomson散乱とスピンによる磁気散乱の 2種類の非共鳴散乱，そして共鳴散乱の 3
つの散乱過程があることをみた．しかし (12)のままでは，軌道磁気モーメントによる非共鳴磁気散乱の存在が
表に見えてこない．実はこれは第 3項の共鳴散乱項の中に隠れているのである．詳しく解析すると，第 3項には
h̄ω À Ec − Ea としても 0にはならない成分があり，これを分離することで非共鳴の磁気散乱と共鳴散乱とが正
しく記述される．計算結果を整理したものを散乱振幅の形で記すと次のようになる．なお，これ以後は簡単のた

め，始状態と終状態は等しく，弾性散乱であると考える9．

F = (Fcharge + Fmag) + Freso = Fnonreso + Freso

Fcharge = − e2
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〈a|

∑
i

eiκ·ri |a〉(ε′ · ε) (15)
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∑
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}
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∑
c

1
me

(
Ec − Ea

h̄ω

)
〈a|ε′ · J†(k′)|c〉〈c|ε · J(k)|a〉

Ea − Ec + h̄ω + iΓc/2
(17)

Freso において，

J(k) =
∑

i

eik·ri(pi − ih̄k × si) (18)

は電子の運動量密度を表す演算子である．また，共鳴条件である h̄ω = Ec − Ea の近傍では，(12)の共鳴散乱項
の後半部分，{ }内第 2項は重要ではないので省略した．

Fmag において，Aと Bは散乱前後の X線の波数ベクトルと偏光ベクトルから決まる係数ベクトルであり，

A = −2(1 − k̂ · k̂′)(ε′ × ε) = −4 sin2 θ(ε′ × ε) = −κ2

k2
(ε′ × ε) (19)

B = {(ε′ × ε) − (ε · k̂′)(ε′ × k̂′) + (ε′ · k̂)(ε × k̂) − (k̂′ × ε′) × (k̂ × ε)} (20)

と表される．ただし，k̂と k̂′ は，波数ベクトル方向の単位ベクトルである．ここで，

Q(κ) =
∑

i

eiκ·ri

{
i

h̄κ2
(pi × κ) + si

}
(21)

9通常の共鳴 X 線散乱実験では，入射 X 線のエネルギー分解能は数 eV，散乱 X 線のエネルギー分解能は，アナライザー結晶を使用した
場合でも数十 eV であり，中間状態を細かく区別した測定にはなっていない．第 0 近似で，励起された電子がそのままもとの内殻に戻るもの
と考える．中間状態を区別した測定を行うには，SPring-8の BL11XUに設置されているような，共鳴非弾性散乱専用の高エネルギー分解能
の装置でなければできない．
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という物理量は，実空間での磁気モーメント密度のフーリエ変換であり，中性子散乱の理論でも出てくる磁気形

状因子である [5]．このうち第１項が軌道部分，第２項がスピン部分である．スピン部分は，実空間におけるスピ
ン磁気モーメント密度MS(r)と，フーリエ変換の関係

QS(κ) =
∑

i

eiκ·risi = − 1
2µB

∫
MS(r)eiκ·rdr (22)

で結びつけられており，まさにスピン磁気モーメントの形状因子である．軌道部分も同様であるが，(21)の第１
項は，実は実空間における軌道磁気モーメント密度ML(r)のフーリエ変換，すなわち軌道磁気モーメントの形状
因子QL(κ)，の散乱ベクトル κに垂直な成分になっていることに注意しなければならない．つまり，

Q⊥L(κ) =
i

h̄κ2

∑
i

eiκ·ri(pi × κ) = κ̂ × (QL × κ̂) (23)

QL(κ) = − 1
2µB

∫
ML(r)eiκ·rdr (24)

という関係になっている [5]．ここでは詳しくは述べないが，X線磁気散乱を使うと，回折の幾何学的な配置を工
夫することで，スピン磁気モーメントによる散乱と軌道磁気モーメントによる散乱とを分離して測定を行うこと

が可能であり，これは中性子散乱にはない特徴である [6, 7, 8, 9]．

2 共鳴X線散乱

2.1 電気双極子 (E1)遷移と電気四極子 (E2)遷移

X線のエネルギーが原子の吸収端エネルギー近傍にあるとき，(17)により異常散乱が起きる．そのうち効果が
最も大きな部分は，(18)の運動量密度演算子で

eik·r ≈ 1 + ik · r + · · · (25)

と近似することで得られる．かなり煩雑な計算になるが，弾性散乱の場合についての最終的な計算結果は次のよ

うに表される．

Freso = − e2

mec2

∑
c

{
meω

3
ca

ω

〈a|
∑

i ε′ · ri(1 − i
2k′ · ri)|c〉〈c|

∑
j ε · rj(1 + i

2k · rj)|a〉
h̄ω − h̄ωca + iΓc/2

+
h̄2

4me

ωca

ω

〈a|
∑

i ε′ · ((li + 2si) × k′)|c〉〈c|
∑

j ε · ((lj + 2sj) × k)|a〉
h̄ω − h̄ωca + iΓc/2

}
(26)

ただし，h̄ωca = Ec − Ea とおいた．ここで，原子の電気双極子および電気四極子を表す演算子を，α, β = x, y, z

として，

Rα =
∑

i

riα (27)

Qαβ =
∑

i

riαriβ (28)

と書くと，(26)の第 1項による共鳴散乱の散乱振幅は

F (E)
reso = − e2

mec2

∑
c

meω
3

ca

ω

∑
α,β

ε′αεβ

∑
γ,δ

〈a′|Rα − i
2Qαγk′

γ |c〉〈c|Rβ + i
2Qβδkδ|a〉

h̄ω − h̄ωca + iΓ/2
(29)

と書ける．つまり，(26) の第 1 項は電気双極子や電気四極子を通しての電気的な遷移だといえる．このうち，
〈a′|Rα|c〉〈c|Rβ |a〉 による散乱を電気双極子 (E1)遷移による共鳴散乱，〈a′|Qαγ |c〉〈c|Qβδ|a〉 による散乱を電気四
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極子 (E2)遷移による共鳴散乱と呼ぶ．E1遷移の行列要素 〈c|Rα|a〉がゼロでないためにはこれが偶関数でなけれ
ばならず，Rα は奇であるから，|a〉と |c〉は違うパリティでなければならない．ということは，|a〉と |c〉の軌道
角運動量 lは 1だけ違っていなければならない．これが E1遷移の選択則である．同様に考えると，E2遷移では
Qαβ は偶であるから，|a〉と |c〉は同じパリティでなければならない．つまり，lの差は 2でなければならない．ま
た，(29)には E2遷移によって |a〉から |c〉へ遷移し，E1遷移によって |c〉から |a′〉へ戻ってくる過程も考えられ
るが，それはその原子に反転対称性がないときに起こり得る過程で，反転対称性がある場合には消失する．

(26)の第 2項は磁気双極子 (M1)遷移による共鳴散乱であるが，こちらは第 1項に比べると極端に小さく，無
視してよい．簡単に見積もってみるため，電子位置の r の目安としてボーア半径 a0 を使うと，E1 遷移につい
ている係数は meω

2a 2
0 = meω

2( h̄2

mee2 )2，磁気双極子遷移についている係数は h̄2k2

4me
= h̄2ω2

4mec2 なので，その比は
1
4 ( e2

h̄c )2 ≈ 10−5 となる．

2.2 共鳴散乱における原子散乱因子テンソル

2.2.1 E1遷移による共鳴散乱

(29)のうち E1遷移による部分だけ取り出すと，

F (E1)
reso = − e2

mec2

∑
c

meω
3

ca

ω

∑
α,β

ε′αεβfαβ (30)

ここで fαβ は E1過程に対する原子散乱因子で，

fαβ =
〈a|Rα|c〉〈c|Rβ |a〉
h̄ω − h̄ωca + iΓ/2

(31)

と表され，αと βによって表される 3× 3の行列，すなわち 2階テンソルである．テンソルであるがゆえに，後に

示す偏光依存性や方位角（アジマス角）依存性のように，原子散乱因子がスカラーで表される通常のThomson散
乱では考えられない効果が現れる．

(31)の原子散乱因子テンソル fαβ は，等方的スカラー部分 f
(i)
αβ，反対称部分 f

(a)
αβ，対称部分 f

(s)
αβ に分けること

ができ，f
(i)
αβ = (const.)δα,β , f

(a)
αβ = −f

(a)
βα , f

(s)
αβ = f

(s)
βα の関係から，パラメータの数は等方的スカラー部分が 1個，

反対称部分が 3個，対称部分が 5個，計 9 = 3 × 3個となる．それぞれ単極子（電荷），磁気双極子，電気四極子
に結びつけられるものと想像できる．ここでは，実験データの解析でよく使われる原子モデルの考え方を示そう．

いま，着目している原子は，はじめ球対称な場の中にあったのが，相転移により，ある方向への一軸異方性が発生

したとする．例えば，その方向への磁気モーメントが発生したり，その方向を主軸として電荷分布がパンケーキ

型か葉巻型の異方性をもって四極子が発生したと考える．つまり，その主軸方向のまわりでの回転対称性だけが

残っている状態である．このような一軸異方性の仮定をすることで，その主軸方向を表す単位ベクトル uと原子

散乱因子テンソルとの関係が定まり，

f =
1

h̄ω − Eca + iΓ/2

d0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 − id1

 0 uz −uy

−uz 0 ux

uy −ux 0



+d2

 u 2
x − 1

3 uxuy uxuz

uyux u 2
y − 1

3 uyuz

uzux uzuy u 2
z − 1

3


 (32)

と書ける．この考え方はイオンの周りの結晶対称性を考慮に入れず，球対称な場を仮定しているという意味で，原

子モデル (atomic model)と呼ばれる．このモデルでは著しく表式が簡単化され，パラメータの数が 3つだけに
なるので，最初 Hannonによって提案されて以来 [10]，実験データの解析に広く用いられている．また，(32)の
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ように書けるとき，(30)は次のようにも表される．

F (E1)
reso = − e2

mec2

∑
c

meω
3

ca

ω

1
h̄ω − h̄ωca + iΓ/2

× [(ε′ · ε)d0 − i(ε′ × ε) · ud1 + {(ε′ · u)(ε · u) − (ε′ · ε)/3}d2] (33)

-30

-20

-10

0

10

an
om

al
ou

s 
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ri
ng
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to
r

9.059.008.958.908.85

Energy  [keV]

Yb

f'

f''

図 4: Ybの LIII 吸収端近傍における，

原子散乱因子の異常散乱項 [11]．

d0 に比例する等方的スカラー部分は，h̄ω ≈ h̄ωca で必ず現れるその

原子固有の異常散乱である．X線の原子散乱因子をスカラーで表すとき，
(13)以外に異常散乱項が加わって f = f0 + f ′ + if ′′ のように表される

が，この f ′ + if ′′の部分がこれに相当すると考えればよい．電荷秩序を

共鳴X線散乱で観測するときは，価数によって h̄ωcaが数 eV異なること
をうまく利用するのだが，そのときはこの項を観測対象としている．図

4に，例として Ybの原子散乱因子の異常散乱項を示した10．

d1に比例する非対称部分は純粋に磁気的な寄与，すなわち時間反転対

称性の破れによるものである．格子歪みや四極子の発生によって一軸異

方性が発生していても，磁気モーメントがゼロであれば d1 = 0である．
それに対して d2 に比例する対称部分は主に周囲の結晶場やそのイオン

の電荷分布の異方性（四極子）を起源とするものである11．uの向きを

反転させても d2の項は不変であることから，時間反転対称性とは関係が

ない．スピンによる磁気モーメントが生じても，軌道角運動量がゼロで，

電荷分布が球対称であれば，d2 = 0である12．

d1 の項を通して磁気モーメントの出現を観測できるといっても，ここで測定しているのはあくまで電気双極子

遷移という電気的なものであることに注意してほしい．Hannonの論文 [10]で考察されているように，例えば希
土類元素の LIII吸収端では，4f 軌道が担う磁気モーメントの影響を受けて 5d軌道がスピン分裂を起こすことで，

パラメータ d1が有限の値を持つ．観測しているのは，2p3/2からスピン分裂した 5d軌道への電気双極子遷移なの

である．このメカニズムはResonant Exchange Scatteringと呼ばれている．同様に，d2の項を通して四極子

の発生を観測する場合も，測定しているのは，4f 軌道に四極子が発生することで分裂した 5d軌道のエネルギー

準位なのである．よく問題になるのは，5d軌道のエネルギー準位の分裂の原因が 4f とのクーロン相互作用なの

か，それとも周囲の格子歪みによるものなのか，簡単には判別できないことである．その意味で，E1遷移を使っ
た共鳴散乱は，磁性軌道を直接見ない，間接的な測定方法であるともいえる．

2.2.2 E2遷移による共鳴散乱

(29)のうち電気四極子遷移による部分を取り出すと，

F (E2)
reso = − e2

mec2

∑
c

meω
3

ca

4ω

∑
α,β

ε′αεβ

∑
γ,δ

Gαγ,βδk
′
γkδ (34)

ここで Gαγ,βδ は E2過程に対する原子散乱因子で，

Gαγ,βδ =
〈a|Qαγ |c〉〈c|Qβδ|a〉
h̄ω − h̄ωca + iΓ/2

(35)

と書ける．ただし，α, β, γ, δ = x, y, zである．ここでもやはり原子散乱因子はテンソルであるが，E2過程の場合
は α, β, γ, δの 4つによる 3 × 3 × 3 × 3の 4階テンソルになる．

10(33) 式のエネルギー依存性 1/(h̄ω − h̄ωca + iΓ/2) から出てくる実部 f ′ と虚部 f ′′ のエネルギー依存性は，図 4 のそれらとは大きく異
なるが，それは (33)式がたった一つの Lorentz型の振動子を仮定したものだからである．本当の f ′ と f ′′ は図 4のようになる．本稿で記述
する式のエネルギー依存性は，単に「そのエネルギーで共鳴が起きる」ということを示すだけの大雑把な意味しか持っていない．

11例えば主軸が ẑ = [001] のとき，電荷分布は z 軸まわりに対称であるから，fxx = fyy であり fzz だけが異なることは直感的にわかる．
d2 とは fxx と fzz の差のことであり，これは fxx = fyy = −d2/3，fzz = 2d2/3 という (32) の対称部分が示すとおりである．

12後に示すテンソル演算子法による理論では，d2 は 2 階のテンソル量，すなわち電気四極子と結びつけられる．
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以上は (28)のように定義された四極子を使っての表式であるが，全く同等なことが

Qu =
∑

i

(3z2
i − r2

i )

Qv =
∑

i

√
3(x2

i − y2
i )

Qyz =
∑

i

2
√

3yizi (36)

Qzx =
∑

i

2
√

3zixi

Qxy =
∑

i

2
√

3xiyi

Ku =
1
2
εzkz

Kv =
1

2
√

3
(εxkx − εyky)

Kyz =
1

2
√

3
(εykz + εzky) (37)

Kzx =
1

2
√

3
(εzkx + εxkz)

Kxy =
1

2
√

3
(εxky + εykx)

という定義を用いて，

F
(E2)
(reso) = − e2

mec2

∑
c

meω
3

ca

4ω

∑
α,β

K ′
αKβgαβ (38)

gαβ =
〈a|Qα|c〉〈c|Qβ |a〉
h̄ω − h̄ωca + iΓ/2

(39)

と表される．ただし α, β = u, v, yz, zx, xy である．四極子は本来 5成分だけなので，こちらの定義のほうがすっ
きりしている．gαβ もやはりスカラー部分，反対称部分，対称部分の 3つに分けることができ，反対称部分は磁気
的な効果によるもの，対称部分は周囲の結晶場や四極子の発生などの時間反転対称性を破らない効果によるもの

になっている．もともと 5 × 5 = 25個のパラメータがあり，25 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9であること，n階テンソル量

は 2n + 1個の成分をもつことから考えて，E2遷移の原子散乱因子は 0階（単極子）から 4階（十六極子）までの
物理量と結びついていると推測できる．

2.3 偏光依存性と方位角依存性

　図 5に示すような実験の配置で，直線偏光のX線の散乱過程を考える．ここで，kと k′を含む面を散乱面と

呼び，これに垂直な方向に電場ベクトルが偏光している光を σ偏光，電場ベクトルが散乱面内にある光を π偏光

という．また，偏光ベクトルの向きは εσ × επ = k̂の関係になるようにとる．Ψは結晶を Z軸（散乱ベクトル）の

周りに回転させるときの方位角（アジマス角, azimuthal angle）であり，kと k′ が Y Z 面内にあるときを Ψ = 0
としている．Azimuth角 Ψ = 0のとき，X線の波数ベクトルと偏光ベクトルは次のように書ける．

k = k(0, cos θ, − sin θ)

k′ = k(0, cos θ, sin θ)

εσ = (−1, 0, 0)

επ = (0, sin θ, cos θ) (40)

ε′
σ = (−1, 0, 0)

ε′
π = (0, − sin θ, cos θ)

θ

επ

εσ
επ’

εσ’
k

k’

X

Y

Z
Ψ

図 5: 結晶に固定されたXY Z 座標軸と入射および散

乱Ｘ線の関係．

2.3.1 偏光依存性

図 5の実験配置で，直線偏光の X線の散乱過程を計算してみよう．アジマス角Ψ = 0のとき，X線の偏光ベク
トルは (40)のように記述される．このとき E1共鳴過程についての式 (33)中に現れる３つの項の係数は表 2のよ
うになる．見てすぐわかるように，スカラー部分の偏光依存性はThomson散乱と同じであり，散乱前後で偏光が

9



変わることはない．また，磁気モーメントにより発生する反対称部分の特徴は σ-σ′散乱過程がゼロであることで

ある．一方，結晶場や四極子などにより発生する対称部分では，あらゆる偏光過程の散乱が起こり得る．E2過程
では極めて多数の項の寄与があるので，一般の uについての計算結果を記載すると極めて煩雑になる．どのよう

な散乱過程がでてくるかは，具体的なモデル計算をしてみるよりほかないであろう．

2.3.2 方位角依存性（アジマス角依存性）

通常の Thomson散乱のように原子散乱因子がスカラーで表される場合，散乱ベクトル κ = k − k′ のまわりで

結晶を回転させても散乱強度は変化しない．ところが原子散乱因子がテンソルで表される場合，散乱ベクトルの

まわりで結晶の方位をどう向けるかによって散乱強度が変化する．これを方位角依存性あるいはアジマス角依存

性と呼ぶ．

図 5に示すような実験の配置で，直線偏光の X線の散乱過程を考えるとき，Ψ = 0での波数ベクトルと偏光ベ
クトルは (40)のように記述される．ここで試料を散乱ベクトルを固定したまま Z 軸の回りにアジマス角 Ψだけ
回転させると，(40)すべてに対して左側から回転行列

U(Ψ) =

 cosΨ sinΨ 0
− sinΨ cosΨ 0

0 0 1

 (41)

を作用させることになる．それを使って双極子遷移に対する散乱振幅 (30)や四極子遷移に対する散乱振幅 (34)を
計算すると，いわゆるアジマス角依存性が求められる．

3 テンソル演算子を用いた共鳴散乱の理論

3.1 散乱振幅の理想化

共鳴X線散乱を考えるときにやっかいなのが，中間状態をどのように評価するかという問題である．例えば，希
土類イオンの LIII吸収端の場合，内殻の 2p3/2にホールができ，E1の場合 5d，E2の場合 4f に電子が 1個加わっ
た状態が中間状態となる．内殻ホールの状態 j = 3/2だけでも，mj = −3/2,−1/2, 1/2, 3/2の 4つがあり，さら
に遷移する先の非占有軌道の電子状態まで含めれば，無数の中間状態が散乱に関わっている．そのため前節までの

散乱振幅では，考え得るすべての中間状態 |c〉についての和をとっているのだが，具体的にどんな中間状態を考え
るのかは曖昧にしてきた．内殻ホールに加えて，周囲のイオンの電子軌道との混成効果も含めて，非占有軌道に

新たに電子が 1個加わった状態を記述しなければ，行列要素 〈c|J(k)|a〉を計算することはできない．例えば，希
土類の LIII吸収端における E1遷移 (2p3/2 ↔ 5d)についていうと，一口に 5dに電子が 1個加わるといっても，d

軌道は 10種類あり，しかもバンドを作っていて，それが内殻ホールによって多少 atomicな軌道に近づいた状態
になっていると思われる．従って，5d軌道といっても，厳密には非常に多くの中間状態が可能である13．という

わけで，中間状態についての和をとろうにも，実際のところ，正確にそれを行うのは大変困難なのである．

表 2: E1共鳴過程で現れる 3種類の項の偏光依存性．

(ε′ · ε) (ε′ × ε) · u (ε′ · u)(ε · u)

σ-σ′ 1 0 u 2
x

σ-π′ 0 −uy cos θ − uz sin θ −ux(uz cos θ − uy sin θ)
π-σ′ 0 uy cos θ − uz sin θ −ux(uz cos θ + uy sin θ)
π-π′ cos 2θ −ux sin 2θ u 2

z cos2 θ − u 2
y sin2 θ

13このようなことを考えるのはまさに X 線吸収発光分光学の世界である．
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そこで，Loveseyは中間状態を大幅に簡略化し，内殻ホールの |j,mj〉で記述される atomicな状態のみにしぼっ
た．そうすることで中間状態の情報が式の表面から消え，非占有軌道の電子状態についてのテンソル演算子の行

列要素と散乱振幅とが直接に結びつくような定式化を行った．Loveseyの論文 [12, 13, 14, 15, 16]で idealized

scattering lengthと呼ばれているのがそれである．共鳴X線散乱とは，本質的にはX線回折 (diffraction)とX線
分光 (spectroscopy)とが結びついた実験手法であるが，その解析にあたっては，diffractionを重視して spectroscopy
は軽視するというわけである．その手続きの概略を述べると次のようになる．

まず，これまでの散乱振幅の式で中間状態のエネルギー Ec が
∑

c の後ろにあるように，厳密には中間状態 |c〉
ごとに異なる Ecをもつはずであるが，この違いを無視する．また，原子が磁気モーメントをもっている場合，内

殻ホールの電子状態 |j,mj〉のエネルギーもmj によって違ってくると思われるが，この違いも無視する．実験的

にも，分解能のため，共鳴非弾性散乱専用の装置でもない限り，これらが分離して観測されることはなく，E1遷
移のところの共鳴ピークは普通は 1つにしか見えない．あらゆる中間状態の重ね合わせを 1つのピーク強度とし
て観測しているのであるから，これはまず妥当な仮定といってよいかもしれない．そうすると，ある一つの吸収端

の E1または E2過程に議論を限れば，
∑

cの後ろにあるエネルギーの因子を
∑

cの前に出すことができる．E1遷
移のエネルギーを ∆E1，E2遷移のエネルギーを ∆E2 とし，原子位置に反転対称性があって，E1で励起して E2
で戻ってくるような過程はないものとすると，(29)は次のようになる．

Freso = − e2

mec2

∑
α,β,γ,δ

ε′αεβ

[
me∆ 3

E1

h̄3ω

∑
c〈a|Rα|c〉〈c|Rβ |a〉

h̄ω − ∆E1 + iΓE1/2
+

me∆ 3
E2

4h̄3ω

∑
c〈a|Qαγ |c〉〈c|Qβδ|a〉k′

γkδ

h̄ω − ∆E2 + iΓE2/2

]

≡ − e2

mec2

[
me∆ 3

E1

h̄3ω

Z(E1)

h̄ω − ∆E1 + iΓE1/2
+

me∆ 3
E2

h̄3ω

Z(E2)

h̄ω − ∆E2 + iΓE2/2

]
(42)

ここで理想化された原子散乱因子 Z を定義した．

次に，中間状態 |c〉として，内殻にできたホールを atomicな波動関数 |j,mj〉 (mj = −j,−j + 1, · · · j)で表した
ものを使うこととし，さらにこの 2j + 1個の状態だけに限ることとする．1sとか 2pなどの内殻は，外側の不完

全殻と違って，結晶中でも原子の状態をよく保っているであろうから，atomicな波動関数を使うことに問題はな
いであろう．理想化の最たる点は中間状態を内殻ホールの 2j + 1個の波動関数 |j,mj〉に限るところにあると思わ
れるが，そうすることで，次に示すように，Racah代数14を用いた計算が可能になり，中間状態を扱う困難さを避

けることができるようになる．

始状態および終状態 |a〉を遷移先の非占有軌道の電子状態を表す波動関数 |θJM〉とする15．θは l, S, Lや電子

数など，J 以外の量子数を表すための指標である．すると Z は，E1と E2それぞれの過程について，

Z(E1) =
∑
α,β

ε′αεβ

∑
m̄j

〈θJM |Rα|l̄j̄m̄j〉〈l̄j̄m̄j |Rβ |θJM〉 (43)

Z(E2) =
1
4

∑
α,β,γ,δ

ε′αεβk′
γkδ

∑
m̄j

〈θJM |Qαγ |l̄j̄m̄j〉〈l̄j̄m̄j |Qβδ|θJM〉 (44)

と表される．ここで |l̄j̄m̄j〉のように barをつけたのは，中間状態（内殻ホール）を表すためである．このような
形に表されると，Racah代数を用いて行列要素の計算が可能になる．

14Wigner の 3j 記号（Clebsch-Gordan 係数），6j 記号，9j 記号など，原子の角運動量の性質を使った計算．
15ふつうは複数のM が混じり合った状態を形成するが，ここでは表記を簡単にするため，そのうちの一つだけを記すことにする．本当は
複数のM の線形結合であると考えてよい．
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3.2 球テンソル演算子を用いて表した散乱振幅の表式

3.2.1 Loveseyが導いた結論

Loveseyは (43)と (44)の表式がそれぞれ次のように書けることを示した．

Z(E1) = {(l||C(1)||l̄)〈l|R|l̄〉}2
2∑

K=0

√
2K + 1

{
1 K 1
l l̄ l

}
×

∑
q

〈θJM |T (K)
q |θJM〉X(K)

−q (−1)q (45)

Z(E2) =
kk′

6
{(l||C(2)||l̄)〈l|R2|l̄〉}2

4∑
K=0

(−1)K
√

2K + 1

{
2 K 2
l l̄ l

}
×

∑
q

〈θJM |T (K)
q |θJM〉H(K)

−q (−1)q (46)

ここで，(l||C(n)||l̄)は還元行列要素，〈l|Rn|l̄〉は外殻軌道と内角軌道の重なり積分，{ }の部分は 6j 記号であり，

いずれも定数因子になる．T
(K)
q は球テンソル演算子16であり，その行列要素によって原子の電子状態が表される．

Jx, Jy, Jz を用いて表される等価演算子を表 3に示す．一方，X
(K)
q やH

(K)
q は散乱に関わる X線の状態を表すテ

ンソルであり，Z(E1) においては，

X(K)
q =

1∑
µ,µ′=−1

ε′µεµ′〈1µ1µ′|Kq〉 (47)

Z(E2) においては，

H(K)
q =

2∑
µ,µ′=−2

h′
µ′hµ〈2µ2µ′|Kq〉 ; hµ =

1∑
ν,ν′=−1

ενkν′〈1ν1ν′|2µ〉 (48)

と表される．ただし，偏光ベクトルと波数ベクトルは 1階の球テンソルの形に直したものを使う17．要するに (45)
と (46)は，電子状態を表す T (K) の行列要素と X線の状態を表す X(K) や H(K) とのスカラー積18が散乱振幅に

比例するという形になっているわけである．なぜこのような形になるのか，簡単な仕組みを述べると次のような

ことである．

E1過程についての (43)では，Rαの行列要素とRβ の行列要素の積が現れる．ベクトル演算子であるRは，球

テンソルの形になおすと 1階テンソルであるから19，その積表現を回転群の規約表現に簡約すると，0, 1, 2階の球
テンソルが現れる20．従って，球テンソル演算子 T (K)として可能な階数は 0, 1, 2となる．それと結合する電場ベ
クトルも，(43)では ε′αεβ のように積の形になっているから，これを球テンソルの形に直すと，(47)のように 1階
テンソルどうしの積の形に表され，K = 0, 1, 2のX(K) が現れる．結局，デカルト座標で表した (43)を球テンソ
ルで表現すると，T (K) の行列要素とX(K) とのスカラー積のK = 0, 1, 2についての和になるというわけである．
同様に E2過程では，2階テンソルである Qαγ と Qβδ を球テンソルの形に直し21，その積表現を回転群の規約

表現に簡約すると，0, 1, 2, 3, 4階のテンソルが現れる．従って，球テンソル演算子 T (K) として可能な階数は 0,
1, 2, 3, 4となる．それと結合するのが，(44)にあるように，ε′αεβk′

γkδ であるが，これも球テンソルに直す必要が

ある．それには (48)で示されているように，εと kの 1階テンソルどうしの積から 2階テンソル hを作り，次に

2階テンソル hどうしの積からK 階テンソルH(K) (K = 0, 1, 2, 3, 4)を作る．結局，デカルト座標で表した (44)
を球テンソルで表現すると，T (K)の行列要素とH(K)とのスカラー積のK = 0, 1, 2, 3, 4についての和になるとい
うわけである．

16球面調和関数のようなもの．
17表 3 の K = 1 の欄より，例えば波数ベクトルの場合，k1 = − 1

2
(kx + iky), k0 = kz , k−1 = 1

2
(kx − iky)．偏光ベクトルも同様．

18同じ階の球テンソル間で，T (K)(i) · T (K)(j) =
PK

q=−K(−1)qT
(K)
q (i)T

(K)
−q (j) で定義される量のこと．K = 1 の場合はベクトルの内

積と同じ．
19双極子演算子 Rα (α = x, y, z) は，球テンソルになおすと，Rq = RC

(1)
q (θ, ϕ) (q = −1, 0, 1) になる．

20S = 1 の 2 つのスピンを合成すると，S = 0, 1, 2 が可能になるのと同様．
21四重極子演算子 Qα,β (α, β = x, y, z) は，球テンソルに直すと，Qq = R2C

(2)
q (θ, ϕ) (q = −2,−1, 0, 1, 2) になる．
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このような表記法を使うことにより，E1共鳴過程では 2階テンソル量（四極子）までの観測が可能であり，E2
共鳴過程では 4階テンソル量（十六極子）までの観測が可能であることが示される．

3.2.2 始状態および終状態のとりかたとテンソルの行列要素の意味について

(45)と (46)によれば，球テンソル演算子 T
(K)
q の行列要素

〈θJM |T (K)
q |θJM〉

を計算すれば散乱振幅が求められるわけだが，ここで波動関数はどのようなものを考えればよいのだろうか．

ここでは内殻の電子を外殻に励起すると考えるのではなく，外殻のホールを内殻に励起すると考えてみると，よ

り素直に理解できると思われる22．まず外殻ホールが入射 X線によって励起され，内殻の電子状態に飛んで中間
状態を形成する．その内殻ホールは再び外殻の電子状態に落ちてきて，散乱 X線を放出する．このように考える
と，|θJM〉は外殻ホールの始状態，|l̄j̄m̄j〉は内殻にできたホールの中間状態，|θJM〉は外殻に再びホールが戻っ
てきたときの終状態ということになる．もちろん実際の行列要素の計算は電子状態の波動関数を使えばよい．

当然，E1遷移か E2遷移かで考える外殻は異なってくる．たとえば希土類の LIII吸収端であれば，E1遷移の場
合は |θJM〉は 5d軌道についての波動関数を考えなければならない．E2遷移の場合は 4f 軌道の波動関数を考え

ればよい．中間状態は l̄ = 1, j̄ = 3/2である．したがって，E1遷移を考える場合，行列要素は

〈θJM |T (K)
q |θJM〉5d

と書くべきで，テンソル量は当然 5d電子についてのものになる．4f 電子の磁性を E1遷移を使って調べても，そ
れはあくまで 5d電子のもつテンソル量を測定しているにすぎない．四極子秩序の観測とは 4f 電子が 2階のテン
ソル量をもつことを観測するということであるが，E1遷移ではそれはできない．原子内のクーロン相互作用を通
じて 5d電子が 4f 電子の電子状態を反映するか，あるいは周囲のイオンの格子歪みによって結果的に 2階のテン
ソル量をもてば観測にかかるが，その原因が何なのかは常に問題になる．磁気散乱を観測する場合も，E1遷移で
観測しているのは 5d電子の 1階テンソル量であって 4f 電子のそれではない．ただ磁気散乱の場合は 5dが 1階テ
ンソルをもつ原因は 4f にあると言って間違いはないであろう．奇数階テンソルは磁気的なものなので，その起源

は 4f に求めるよりほかないからである．

E2遷移を考える場合は直接 4f 電子の状態を観測しているといってよい．行列要素は

〈θJM |T (K)
q |θJM〉4f

と書いてよく，テンソル量は 4f 電子についてのものとなる．4f 電子系が磁気双極子をもてば 1階テンソルが現
れるだろうし，四極子をもてば 2階テンソル，八極子をもてば 3階テンソルが現れるであろう．E2遷移を使えば
原理的には 4階テンソルまで観測することが可能である．もちろん実験的にこれらを分離するには非常な困難が
予想される．

3.3 結晶構造因子

これまで計算してきた散乱振幅は，非共鳴も共鳴も，原子 1個に対するものであった．実際の実験で観測する
のは，結晶の周期性によって現れる回折ピークの強度である．この強度は，すべての原子からの散乱振幅にそれ

ぞれの位相因子をかけて足し合わせた振幅の絶対値の 2乗に比例する．磁気秩序状態や四極子秩序状態では，結
晶格子と同じかそれより大きな単位格子が定義できて，それが周期的に繰り返されていると考える．nを n番目

の単位格子の位置ベクトル，dmをその単位格子の中でのm番目の原子へのベクトルとすると，n + dmにある原

22Lovesey の原論文もこの考え方で記されている．
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表 3: 点群 Oh の規約表現で分類した，立方調和関数とテンソル演算子 T
(K)
q ．立方調和関数で x/r, y/r, z/r を

それぞれ Jx, Jy, Jz で置き換え，JxJy は 1
2 (JxJy + JyJx)，JxJyJz は 1

6 (JxJyJz + JyJzJx + JzJxJy + JxJzJy +
JyJxJz + JzJyJx)のように，量子力学的な演算子としての性質を満たすように書き直したものが，テンソル演算
子の等価演算子になる．K = 0, 1, 2については具体的に記す．T

(K)
q を球面調和関数 C

(K)
q =

√
4π

2K+1Y
(K)
q で置き

換えると，立方調和関数になる．K = 0は単極子，K = 1は双極子，K = 2は四極子，K = 3は八極子，K = 4
は十六極子である．八極子と十六極子の等価演算子は文献 [17, 18]を参照．

階数 規約表現 立方調和関数 テンソル演算子 等価演算子

K = 0 A1g 1 T
(0)
0 1

K = 1 T1u x/r
1√
2
(−T

(1)
1 + T

(1)
−1 ) Jx

y/r
i√
2
(T (1)

1 + T
(1)
−1 ) Jy

z/r T
(1)
0 Jz

K = 2 Eg
1
2
(3z2 − r2)/r2 T

(2)
0

1
2
{3J 2

z − J(J + 1)}
√

3
2

(x2 − y2)/r2 1√
2
(T (2)

2 + T
(2)
−2 )

√
3

2
(J 2

x − J 2
y )

T2g

√
3yz/r2 i√

2
(T (2)

1 + T
(2)
−1 )

√
3

2
(JyJz + JzJy)

√
3zx/r2 1√

2
(−T

(2)
1 + T

(2)
−1 )

√
3

2
(JzJx + JxJz)

√
3xy/r2 i√

2
(−T

(2)
2 + T

(2)
−2 )

√
3

2
(JxJy + JyJx)

K = 3 A2u

√
15xyz/r3 i√

2
(−T

(3)
2 + T

(3)
−2 )

T1u
5
2
(x3 − 3

5
xr2)/r3 1

4
(−

√
5T

(3)
3 +

√
3T

(3)
1 −

√
3T

(3)
−1 +

√
5T

(3)
−3 )

5
2
(y3 − 3

5
yr2)/r3 − i

4
(
√

5T
(3)
3 +

√
3T

(3)
1 +

√
3T

(3)
−1 +

√
5T

(3)
−3 )

5
2
(z3 − 3

5
zr2)/r3 T

(3)
0

T2u

√
15
2

x(y2 − z2)/r3 1
4
(
√

3T
(3)
3 +

√
5T

(3)
1 −

√
5T

(3)
−1 −

√
3T

(3)
−3 )

√
15
2

y(z2 − x2)/r3 − i

4
(
√

3T
(3)
3 −

√
5T

(3)
1 −

√
5T

(3)
−1 +

√
3T

(3)
−3 )

√
15
2

z(x2 − y2)/r3 1
2
(T (3)

2 + T
(3)
−2 )

14



K = 4 A1g
5
√

7
4
√

3
(x4 + y4 + z4 − 3

5
r4)/r4 1

12
(
√

30T
(4)
4 + 2

√
21T

(4)
0 +

√
30T

(4)
−4 )

Eg
7
√

15
6

[z4 − x4 + y4

2
− 6

7
{z2 −

1
2
(x2 + y2)}r2]/r4

− 1
12

(
√

42T
(4)
4 − 2

√
15T

(4)
0 +

√
42T

(4)
−4 )

7
√

5
4

[x4 − y4 − 6
7
(x2 − y2)r2]/r4 − 1√

2
(T (4)

2 + T
(4)
−2 )

T1g

√
35
2

yz(y2 − z2)/r4 − i

4
(T (4)

3 +
√

7T
(4)
1 +

√
7T

(4)
−1 + T

(4)
−3 )

√
35
2

zx(z2 − x2)/r4 1
4
(T (4)

3 −
√

7T
(4)
1 +

√
7T

(4)
−1 − T

(4)
−3 )

√
35
2

xy(x2 − y2)/r4 i√
2
(−T

(4)
4 + T

(4)
−4 )

T2g
7
√

5
2

yz(x2 − r2

7
)/r4 i

4
(
√

7T
(4)
3 − T

(4)
1 − T

(4)
−1 +

√
7T

(4)
−3 )

7
√

5
2

zx(y2 − r2

7
)/r4 1

4
(
√

7T
(4)
3 + T

(4)
1 − T

(4)
−1 −

√
7T

(4)
−3 )

7
√

5
2

xy(z2 − r2

7
)/r4 i√

2
(−T

(4)
2 + T

(4)
−2 )

子に対する位相因子は eiκ·(n+dm)であるから，共鳴散乱についての結晶全体の散乱振幅は，(30)，(34)，あるいは
(42)より，

Freso = − e2

mec2

∑
n,m

eiκ·(n+dm)
∑
α,β

ε′αεβ

∑
c

meω
3

ca

ω

f
(m)
αβ +

1
4

∑
γ,δ

G
(m)
αγ,βδk

′
γkδ

 (49)

Freso = − e2

mec2

∑
n,m

eiκ·(n+dm)

(
me∆ 3

E1

h̄3ω

Z(E1)(m)
h̄ω − ∆E1 + iΓE1/2

+
me∆ 3

E2

h̄3ω

Z(E2)(m)
h̄ω − ∆E2 + iΓE2/2

)
(50)

となる．原子散乱因子は原子ごとに定義される量なので，単位格子内での原子の番号を表す添字 mをつけた23．

ここで，
∑

n eiκ·n からは δ(κ − τ )という因子がでてきて，散乱ベクトル κが逆格子ベクトル τ に等しいときに

回折ピークが現れることを示す．その強度は単位格子内の原子mについての散乱振幅の和，すなわち結晶構造因

子の絶対値の 2乗に比例する．

4 実験方法

[放射光施設] 共鳴 X線散乱実験を行うためには，ターゲットにする元素の吸収端にX線のエネルギーを合わせ，
その周辺でエネルギーを変化させる必要がある．しかも，共鳴によって散乱強度が増大するとはいえ，観測され

る強度は格子による基本反射と比較して 5桁以上小さいのがふつうである．したがって，エネルギー可変であり，
かつ実験室の X線より何桁も強い X線ビームである必要がある．これを満たすため，実験は大型放射光施設で行
う．放射光というのは，高エネルギーで運動する電子が磁場によって曲げられて，軌道の曲率中心のほうへ加速度

を受けるときに，接線方向へ放射される電磁波のことである．この電磁波は，まず第 1に大強度であり，また電
波から X線領域にまでおよぶ広大な連続スペクトルをもち，さらに軌道面内に電場ベクトルがある直線偏光ビー
ムである，といった特徴を持っている．連続スペクトルの中からモノクロ結晶の Bragg反射で希望のエネルギー
を選択することで，入射 X線のエネルギーを自由に変化させることができる．また，共鳴散乱の原子散乱因子は

23(49) では原子散乱因子のほうに添字 m をつけて区別したが，それぞれの原子がもつ主軸に合わせて原子ごとに異なる座標軸をとり，ε
と ε′ のほうに添字をつけてもよい．後にでてくる DyB2C2 の例ではそのようにしている．これは座標軸の取り方の問題である．
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図 6: KEK, 放射光施設, BL-16A2に設置さ
れている 4軸回折計．
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図 7: アナライザー結晶における 2θA ≈ 90◦ の回折を使った偏
光解析．アナライザー結晶とディテクターとが k′を軸にして回

転する．

テンソルで表されるので，本質的に散乱過程は X線の偏光に強く依存する．この点で，入射ビームが直線偏光で
あり，また散乱の偏光依存性が測定可能であるということは，詳細な構造の議論や微視的な情報の抽出に大変強

力な武器となる．

[4軸回折計] 通常は図 6のような 4軸回折計を用いて実験を行う．図に示すように，ω軸，χ軸，φ軸の 3つの
回転軸があり，ω軸の上に χ軸，χ軸の上に φ軸が固定されている．この 3つの軸を使って試料を自在に回転させ
るのである．これら 3軸と，散乱 X線の方向にディテクターを備えるための 2θ軸と合わせた 4つの軸によって，
逆格子空間を 3次元的にスキャンできるようになっている．2θ軸を縦に振り上げるようにしてあるのは，まず垂

直方向のビーム発散角のほうが水平面内よりも小さいために，縦振りのほうが角度分解能が高くなること，そし

て入射 X線が水平面内に偏光しているので，散乱面を垂直にとることによって入射ビームを σ偏光にするためで

ある．Thomson散乱では偏光は変化せず，散乱振幅には ε · ε′ の因子がつくので，σ 偏光のときは散乱強度一定

であるが，π偏光だと強度は | cos 2θ|2 に比例して 2θと共に小さくなってしまうのである．

[アジマス角依存性] 試料を搭載した冷凍機は φ軸に固定される．図では φ軸と散乱ベクトル k − k′，すなわち

逆格子ベクトルとがだいたい一致している．ここで φを回転させると，散乱ベクトル（逆格子ベクトル）を保っ

たまま結晶の方位だけを回転させることになり，アジマス角依存性の測定になる．φ軸と逆格子ベクトルとがず

れていると，φ軸を回転させたときに逆格子ベクトルが散乱ベクトルから外れてしまう．したがって，アジマス角

依存性を測定するときには，あらかじめどの回折ピークの測定をするのかを決めておき，その逆格子ベクトルが

φ軸と平行になるように結晶をセットしなければならない24．

[偏光解析] 入射X線は水平面内に偏光（σ偏光）しているが，これが試料に当たって共鳴散乱を起こした後，回

折ピークとなって出てきた X線がどのような偏光状態になっているかを調べるために，偏光解析装置が用いられ
る．装置の模式図を図 7に示す．σ 偏光なのか π 偏光なのかを判別するのにアナライザー結晶の格子基本 Bragg
反射を用いるのだが，そのときアナライザーでの散乱角 2θAが 90度になるべく近くなるような反射面を使うので
ある．すると，回折強度は (ε · ε′)2 に依存するので，たとえば図でディテクターの位置を φA = 0◦ の位置に置い
たとき，σ偏光の光はアナライザーで回折を起こしてディテクターに入るが，π偏光の光は | cos 2θA|2 = 0になっ
てしまうために回折を起こすことができなくなり，アナライザーでカットされてしまう．また，φA = 90◦の位置

24結晶は手で置くので数度のずれはでてしまうが，それくらいであれば ω と χ を微調整することで逆格子ベクトルを散乱ベクトルに一致
させることができる．
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にディテクターをもってくると，こんどは σ 偏光の光が | cos 2θA|2 = 0のためにカットされ，π 偏光の光だけが

回折を起こしてディテクターに到達できる．このようにして散乱後のX線の偏光を調べることができるのである．
難しいのは，共鳴エネルギーが元素によって決まってしまっているため，そのエネルギー（波長）の X線がちょ
うど 90度反射をおこすような面間隔をもつ適当な結晶を探してこなければならないことである．この弱点を補う
新しい手法として，図 7の Y Z 面から外れた方向へ回折される X線も測定できるような装置25を用いて，散乱面

を自在にとり，垂直散乱面から水平散乱面までの強度依存性を測定することで，偏光解析を可能にする方法が開

発されている [19]．

5 実際の物質への適用例

5.1 DyB2C2における四極子秩序と磁気秩序

5.1.1 実験結果

まずは f 電子系における四極子秩序の観測で共鳴 X線散乱が最初に適用された典型物質 DyB2C2 について紹

介しよう．DyB2C2 は正方晶の格子系に属しており，Dy3+ (4f9, J = 15/2)の結晶場準位は 8個の 2重項に分裂
する．本来どの準位も Kramers doubletであり，四極子の自由度はもたないはずであるが，TQ = 24.7 Kで四極
子秩序，TN = 15.3 Kで磁気秩序を示すことが発見された [20]．TQおよび TN での放出エントロピーがそれぞれ

R ln 4とR ln 2であることから，第 1励起状態のエネルギーが極めて低く，基底状態と擬 4重項を形成しているこ
とが四極子自由度の原因であると考えられており，最近実際に中性子非弾性散乱によってその強力な証拠が得ら

れている [21]．
図 8に結晶構造と磁気構造を示す．c軸方向に隣り合う Dyの磁気モーメントが互いに 90度の角度をなすとい

う，磁気相互作用だけでは考えにくい磁気構造になっているのが特徴で，これは四極子秩序の存在により磁気モー

メントの方向がスピン軌道相互作用で制限されてしまったためであると考えられる．この磁気構造から予想され

る四極子秩序のモデルが図 9である．これを共鳴 X線散乱で観測するとどう見えるか．
まず，どの波数にピークが現れるかであるが，図 8の四極子や磁気モーメントも含めた単位格子は結晶の単位

格子と比べて c軸方向に周期が 2倍になっている．したがって c軸の格子定数が 2倍になったと考えて，指数で
言うと (0 0 1/2)のような lが半整数のところに Braggピークが現れるはずであり26，実際に共鳴散乱ピークがそ

のような指数の位置に観測される [22, 23]．

B C

Dy

図 8: DyB2C2 の結晶構造と

TN 以下での磁気構造．

a

bc

α  

4(1/2 1/2 1)

3(0 0 1)
1(0 0 0)

2(1/2 1/2 0)

z=0 z=1

x
y z

図 9: 四極子秩序のモデル．T < TN で発生する磁気モーメントの向きを各々

のイオンでの x軸にとり，電荷分布は x軸まわりに対称であるとする．図は

それを z軸から見たもの．

25図 7 でアナライザーの位置を Z 軸周りに回転させることができるような回折計が SPring-8 に設置されている．
26整数で表されない指数をもつ Bragg 反射のことを，結晶格子よりも大きな単位格子を持つ構造からの Bragg 反射という意味で，超格子
反射と呼ぶ．

17



0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
7.847.827.807.787.767.74

σ−π'
Ψ=45°

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

σ−π'
Ψ=0°

8

6

4

2

0

 
σ−σ'
Ψ=45°

DyB2C2   (0 0 5/2)
10 K
20 K
30 K

In
te

gr
at

ed
 In

te
ns

ity
  [

ar
b.

 u
ni

ts
]

Energy  [keV]

1.0

0.5

0.0
200 T  [K]

3

2

1

0
200 T  [K]

10

5

0
200 T  [K]

図 10: (0 0 5/2)反射の入射エネルギー依存性．挿入図
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図 11: 7.792 keV (main-edge)での強度のアジマス角
依存性．

図 10は (0 0 5/2)超格子反射の強度の入射エネルギー依存性である．アジマス角は，kと k′の張る散乱面内に

結晶の a軸が来るときを Ψ = 0◦ と定義してある．まず，大きな共鳴ピークが 7.792 keVにあるのがわかる．こ
れはちょうど Dyの LIII吸収端に一致するので，E1共鳴であると同定できる．このエネルギーでの強度の温度依
存性が挿入図に示されており，それによると Ψ = 45◦ の σ-σ′ 過程と Ψ = 0◦ の σ-π′ 過程とが同様な温度変化を

示して，TQ = 25 K以上で強度が消える．従って，これらは四極子秩序を反映したピークであろうと推測できる．
一方，Ψ = 45◦ の σ-π′ 過程では，強度が TN = 15 K以上で消えるので，磁気秩序を反映したものと推測できる．
E1共鳴ピークのアジマス角依存性を示したのが図 11 である．また，図 10を見ると，Ψ = 0◦の σ-π′過程の共鳴

ピークは明らかに 2つに分裂しており，7.782 keVにもピークが見える．これは E1から約 10 eV低いことから，
E2共鳴ではないかと推測される．ただしこのピークは σ-σ′ 過程でははっきり見えない．

5.1.2 モデル計算

以上が実験結果であるが，これが図 9のモデルで説明できるかどうか検証するのが次のステップである [24]．そ
のために，図 9の単位格子内にある 4つのDyイオンそれぞれによる共鳴散乱の散乱振幅を，E1の場合は (32)や
(45)，E2の場合は (34)や (46)を用いて計算し，それらを (49)のように

∑
m eiκ·dm を付けて足し合わせた結晶構

造因子を求める．今，DyB2C2では (0 0 5/2)反射を観測しているので，図 5のXY Z 座標は，X が a軸，Y が b

軸，Z が c軸に一致するようにとればよい．次にX線ベクトル (40)にアジマス角回転 (41)を施し，さらにそれを
図 9に示されている各 Dyイオンの座標軸 xyz に対する表記に変換する．それには，(40)を Z 軸回りに，Dy(1)
については−45 + α度，Dy(2)については 135−α度，Dy(3)については 45 + α度，Dy(1)については−135−α

度，回転させればよい．各イオンの主軸 uをそれぞれの x軸にとれば，4つの Dyの原子散乱因子はみな同じで，
それと掛け合わせられる X線ベクトルがそれぞれで異なるものになる．(32)を使って E1共鳴に対する結晶構造
因子を計算すると，

F
(E1)
σσ′ = − e2

mec2

me∆ 3
E1

h̄3ω

2d2 cos 2α sin 2Ψ
h̄ω − ∆E1 + iΓ/2

(51)

F
(E1)
σπ′ = − e2

mec2

me∆ 3
E1

h̄3ω

2d2 cos 2α cos 2Ψ sin θ + 2
√

2id1 sinα sinΨ cos θ

h̄ω − ∆E1 + iΓ/2
(52)
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となる．ここで ∆E1 は E1遷移の共鳴エネルギーであり，中間状態は 5dということでひとくくりにして考えて

いる．結局，(0 0 5/2)E1共鳴反射の結果は非常にシンプルにこの 2つの式で表されることになり，実際にこれで
実験結果を非常によく再現できる．まず，σ-σ′過程の強度は | sin 2Ψ|2に比例することになり，これが実験とよく
一致する．また式の係数が d2 であることから，これは四極子を反映した信号であると言うことができる．次に，

σ-π′ 過程では，係数が d2 の部分の強度は | cos 2Ψ|2 に比例する．実験結果は TQ > T > TN の 20 Kでは確かに
そうなっている．この相では四極子秩序だけなので，d2 6= 0であるが d1 = 0なのである．T < TN では d1 6= 0
になるので，| sin Ψ|2に比例する部分が加わる．しかしモーメントの向きが 90度異なるドメインが存在するので，
| cosΨ|2 に比例する部分も存在し，両者をあわせると一定値になる．T < TN で Ψ = 45◦ のところが少しかさ上
げされているのは，この磁気散乱が加わったためであると言える．

Ψ = 0◦ の σ-π′ 過程で見えている E2共鳴のほうも，(34)に原子モデルを当てはめて解析してみると，E1共鳴
と同様，四極子による信号強度が | cos 2Ψ|2に比例するという結果になり，実験結果と矛盾しない．しかし，パラ
メータの数が増えて解釈が困難になってくるので，ここではテンソル演算子を用いた解析をしたほうが見通しが

よくなる．偶数階テンソルについての構造因子を計算すると27，E1については，

F
(E1)
σσ′ = −A sin 2Ψ cos 2α〈T (2)

2 〉5d

E − ∆E1 + iΓE1/2
(53)

F
(E1)
σπ′ =

A cos 2Ψ sin θ cos 2α〈T (2)
2 〉5d

E − ∆E1 + iΓE1/2
(54)

となり，これは (51)および (52)で d2 を 〈T (2)
2 〉5d に置き換えたものと同じである．E2については，

F
(E2)
σσ′ = −B sin 2Ψ sin2 θ cos 2α{3

√
2〈T (2)

2 〉4f −
√

11〈T (4)
2 〉4f}

E − ∆E2 + iΓE2/2
(55)

F
(E2)
σπ′ = −

B cos 2Ψ sin θ cos 2α{3
√

2〈T (2)
2 〉4f (3 − 4 sin2 θ) +

√
11
2 〈T (4)

2 〉4f (1 + sin2 θ)}
E − ∆E2 + iΓE2/2

(56)

となる．ここで，Aと B は (45)や (46)にでてくる還元行列要素などの各種定数因子からなる正の定数であると
考えてよい．ここで 〈T (2)

2 〉などのテンソル量は，図 9 のように原子での局所座標 xyzを定義したときのものであ

り，〈T (2)
2 〉は (x2 − y2)型の四極子，〈T (4)

2 〉は {x4 − y4 − 6
7 (x2 − y2)r2}型の十六極子に比例した，いずれも Eg

規約表現に属する物理量である28．E1の場合は 5d軌道のテンソル，E2の場合は 4f 軌道のテンソルを観測して

いるので，それを示す添字が付けられている．この計算結果から，E2過程のアジマス角依存性も E1過程と全く
同じであることがわかる．実験結果も確かにそのようになっている．

5.1.3 E1-E2の干渉とテンソルの符号の関係

以上で実験結果が一通り説明できたが，しかし，図 10をよく見ると，σ-π′ では E1と E2がはっきりと分離し
て見えているのに対して，σ-σ′ では E2があるのかどうかよく見えない．この原因を考察するのに，テンソル演
算子を用いた表式 (53)–(56)は大変参考になる．1つの説として，十六極子による効果である，という解釈がある
[26]．E2の σ-σ′の式 (55)を見ると，〈T (2)

2 〉4f と 〈T (4)
2 〉4f とが引き算で打ち消し合っているのに対して，σ-π′の式

(56)では，〈T (2)
2 〉4f と 〈T (4)

2 〉4f とが足し算で強め合っている．確かにこれでも説明は可能である．しかし，図 10
をよく見ると，σ-π′のスペクトルは E1と E2の間で急激に減少し，鋭く折れ曲がっている．強度が一度消失して
いるかのようである．これは，E1の共鳴ピークと E2の共鳴ピークが干渉していることを示しているのではない
だろうか．E1と E2の共鳴散乱を同時に考えると，散乱強度は次の散乱振幅の絶対値の 2乗に比例する．

Fλλ′ =
F

(E2)
λλ′

h̄ω − ∆E2 + iΓE2/2
+

F
(E1)
λλ′

h̄ω − ∆E1 + iΓE1/2
(57)

27奇数階テンソルについては，1 階は (52) の d1 項と同じであるし，3 階（八極子）は表式がやや複雑になり，比較対象になる実験結果が
まだないので，ここでは述べない．

28(x2 − y2)型の四極子は，正確には (〈T (2)
2 〉+ 〈T (2)

−2 〉)/
√

2，{x4 − y4 − 6
7
(x2 − y2)r2}型の十六極子は，正確には (〈T (4)

2 〉+ 〈T (4)
−2 〉)/

√
2

と表されるが，ここでは 〈T (2)
2 〉 = 〈T (2)

−2 〉，〈T (4)
2 〉 = 〈T (4)

−2 〉 なので，式には片方の球テンソル成分だけが書かれている．
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図 12: F = ±0.007/(h̄ω−∆E2+
iΓ/2) + 0.02/(h̄ω −∆E1 + iΓ/2)
のときの |F |2 の振る舞い．実線
は負符号の場合，破線は正符号の

場合．

ここで問題になるのは F
(E1)
λλ′ と F

(E2)
λλ′ の符号であり，これが同じか逆かで，絶

対値の 2 乗にしたときの振る舞いが全く異なるのである．同符号である場合
は∆E1と∆E2の間が急激に落ち込み鋭く折れ曲がるのに対して，逆符号であ

る場合は両ピークの境界はだらだらとして明瞭ではなくなる．おそらく実験で

観測されているのはこの干渉効果であると思われる [27]．2階テンソルだけを
考えて 4階テンソルは無視すると，σ-σ′ については (53)と (55)より，F

(E1)
σσ′

と F
(E2)
σσ′ の先頭についている符号はどちらもマイナスであるから，これらの符

号が逆になるためには，〈T (2)
2 〉5dと 〈T (2)

2 〉4f の符号が逆でなければならないこ

とになる．また，σ-π′ については (54)と (56)より，F
(E1)
σπ′ と F

(E2)
σπ′ の先頭に

ついている符号は逆であるから，これらの符号が同じになるためには，やはり

〈T (2)
2 〉5dと 〈T (2)

2 〉4f の符号が逆でなければならないことになる．この考察から，

〈T (2)
2 〉5d と 〈T (2)

2 〉4f の符号が逆であるということ，すなわち，4f の電荷分布

の伸びる方向と 5dの電荷分布の伸びる方向が互いに直交しているという結論

が導かれる29．

5.2 CexLa1−xB6の IV相と八極子秩序の観測

CeB6は Ceイオンと B6八面体とが CsCl型の構造をなす立方晶化合物であ
り，Γ8基底状態により四極子秩序を起こす物質として有名である．共鳴X線散乱実験も行われており，以前は中
性子回折で観測される磁場誘起反強磁性秩序をもって無磁場での四極子秩序の証拠としてきたのが [29]，共鳴 X
線散乱で無磁場でも (1/2 1/2 1/2)の波数位置に回折ピークが観測されたことで，より直接的な証拠が得られてい
る [30, 31]．しかし，アジマス角依存性の測定がまだ行われておらず，秩序変数になっている四極子の対称性の議
論にまでは至っていない．また，非共鳴 X線回折の信号も同じ波数位置に観測されており，これは AFQ秩序で
異方的になった 4f 電荷分布からの Thomson散乱を観測したものとされている [32, 33]．

CeB6については，10年ほど前までは Γ8の波動関数が持つ電気四極子と磁気双極子の 2種類の自由度を考える
ことで物性を議論していたが，それでは不十分で，最近では，より高次の多極子まで考慮することが重要であると

の認識が深まっている．Γ8-4重項が持ちうる自由度は全部で 4 × 4 − 1 = 15個，規約表現で分類すると，1階テ
ンソルは T1u(Γ4u)，2階テンソルは Eg(Γ3g)と T2g(Γ5g)，3階テンソルはA2u(Γ2u)と T1u(Γ4u)と T2u(Γ5u)があ
り，すべてのランクが物性に影響を及ぼす役割を担っている．CeB6の反強四極子秩序 (AFQ)相，いわゆる II相
では，3階テンソル（磁気八極子）が磁場中で誘起され，それをきちんと考慮することが大変重要であった [34]．
八極子まで考慮する必要はあるが，CeB6 の秩序変数は四極子であり，その上に磁気双極子や八極子が磁場に

よって誘起されるとの考え方で各種物性が説明される．一方，Ceを Laで置換していくと，四極子秩序の転移温度
は低下し，磁気転移温度とクロスする濃度 75%以下になったところで，突如，II相とは様相が全く異なる非常に
奇妙な相が現れる．IV相と名付けられているこの相の秩序変数は一体何なのか，長年の謎であった．図 13に，こ
の IV相に関係する各種基礎物性の概略をまとめて示す [35, 36, 37, 38]．帯磁率がカスプを示すことから，なんら
かの磁気秩序相ではないかと考えられるが，中性子回折に回折ピークは全く現れない [39]．弾性定数C44が巨大な

ソフト化を示すこと，その歪みに相当する自発歪みが現れることから，強四極子秩序ではないかとも考えられる．

それなら 2重項が基底状態に残るはずであるが，比熱からは IV相の転移温度でかなりのエントロピーを放出して
おり，矛盾する．また，I相での C44 の温度変化は，CeB6 と同様，反強的な四極子相互作用による Curie-Weiss
則に従ったソフト化を示しており，突如強四極子秩序が発生する根拠が見いだせない．

この謎に対する非常に有力な解釈が久保-倉本によって提出され，それによれば，秩序変数は八極子であると考
えることで各種物性がうまく説明される [40]．T2u(Γ5u)型の八極子が反強的に秩序化することで，同時に T2g(Γ5g)
型の四極子が Ferro的に誘起され，これが C44 の巨大なソフト化と自発歪みを引き起こしているという筋書きで

29(0 0 5/2) 反射では 2 階テンソルと 4 階テンソルが全く同じアジマス角依存性を示すので，どちらの説も否定できないが，(3 0 3/2) 反
射の実験から，4 階テンソルは無視してよいことがわかる [28]．ただし，共鳴散乱の信号に 4 階テンソルの効果は現れていないということで
あって，4 階テンソルは存在しているはずである [28]．
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図 13: CexLa1−xB6の物性の概略図．(a)磁気相図の濃度依存性 [35]．(b)帯磁率 [35]．(c)
比熱 [36, 37]．(d)熱膨張率から求めた自発歪み [38]．(e)弾性定数 C44の温度依存性．点線

は f 電子がない場合 [37]．

ある．帯磁率のカスプも説明できる．八極子秩序ならば時間反転対称性が破れているはずであるが，µSRの実験
結果はそれを示している [41]．
この八極子秩序を共鳴 X線散乱で観測したという報告が最近なされた [42]．実験は x = 0.7の濃度の試料で行

われており，この濃度では最低温度まで IV相が続く．( 3
2

3
2

3
2 )反射で測定された実験結果を，図 14に示す．まず，

IV相である T = 1 Kでのエネルギー依存性を見ると，σ-π′では E1と E2の両方で共鳴ピークが観測されている
のに対し，σ-σ′では E2にしかピークが現れていない．E1は σ-π′だけであり，σ-σ′がないということは，表 2よ
り，5dに誘起されているのは磁気双極子だけであり，四極子は誘起されていないということを示している．もし

4f 軌道に波数ベクトル ( 1
2

1
2

1
2 )の AFQが存在していれば，5dにそれが反映され，E1の σ-σ′が観測されるはず

であるが，それはない．E2では，1階から 4階までの 4f 軌道のテンソル量がどちらの偏光にも寄与する．しか

し今，2階テンソルの存在が否定されたので，それと同じ規約表現に属する 4階テンソルも同時に否定される30．

従って，E2の共鳴ピークを出している秩序変数として考えられるのは，磁気双極子と八極子のうちの一方か両方
かということになる．

Mannixらの論文 [42]では T1u(Γ4u)型の八極子を仮定してアジマス角依存性を説明しているが，これでは同じ
規約表現 T1uの磁気双極子が必ず誘起されているはずであり，中性子回折で磁気秩序が見えないという実験結果と

矛盾してしまう．久保-倉本の論文では T2u(Γ5u)型であるとされており，このモデルに基づいたアジマス角依存性
の計算が楠瀬によってなされ，実験結果をよく再現している [43]．それによれば，σ-σ′の 60◦周期，σ-π′の 120◦

周期のアジマス角依存性は，主に観測しているドメインが違うことを反映している．つまり，T2u型八極子秩序の

[111], [11̄1], [1̄11], [1̄1̄1]を主軸とする 4つのドメインのうち，σ-σ′ では散乱ベクトル ( 3
2

3
2

3
2 )と平行な [111]ド

メインからの信号が他のドメインからの信号よりもずっと強く，逆に σ-π′では他の 3つのドメインからの信号が
[111]ドメインからの信号よりもずっと強いために，このようなアジマス角依存性になる．
不思議なのは，E2の信号強度は IV相の転移温度で消失するのに対して，E1の信号は転移温度以上でも観測さ

304 階テンソルには A1g , Eg, T1g, T2g の規約表現で分類される計 9 成分がある．Ce3+ の Γ8 は 3 階テンソルまでの自由度で尽きると
言ったが，それは独立な自由度としてであって，2階テンソルの同じ規約表現 Eg あるいは T2g が有限になれば，同時に 4階テンソルも必然
的に現れる．例えば文献 [33] で，AFQ の異方的電荷分布による散乱強度の波数依存性をフィットするのに 4 階テンソルを必要としているの
は，そういう理由による．
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れていることである．IV相に入って八極子が秩序化すると，こちらも一緒に強度が増大するという意味で，八極
子の発生に伴って 5dに誘起された双極子と考えるのが妥当だが，なぜ転移温度以上でも見えるのか，なぜ転移温

度直下での強度の立ち上がりが E2よりも急峻なのか，などはよくわからない．また，図 14左の挿入図に示され
ているように，E2のピークプロファイルはシャープで長距離秩序になっていると考えてよいのに対し，E1のプロ
ファイルはブロードで，200∼300 Åの相関長しかない点も着目しておくべき点である．

5.3 NpO2における八極子秩序

NpO2は立方晶 CaF2型の構造を持つ絶縁体である．Npは fcc格子をなしており，酸素は Np四面体の中心 ( 1
4 ,

1
4 , 1

4 )の位置にある．局在磁性と考えてよく，5f3 の磁性体である．図 15に帯磁率と比熱の結果を示す [44, 45]．
これを見ると明らかに磁気秩序が起きているようであるが，CexLa1−xB6のときと同様，中性子回折では何の磁気

回折ピークも現れない．Np核位置の内部磁場を観測できるはずのMössbauer効果でも，転移温度以下でスペク
トルが分裂するようなことは起きていない [46]．わずかに線幅が広がることから，磁気モーメントは存在するとし
ても 0.02µB以下であると見積もられた．一方，µSRでは，転移温度以下で振動が観測され，時間反転対称性が破
れていることがわかった．しかし，反強磁性秩序にしてはモーメントが小さすぎ，比熱の大きな飛びと矛盾する

ので，何の秩序なのかは謎のままであった．実はこれも単純な磁気双極子の秩序ではなく，その詳細がわかったの

はごく最近のことである．
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NpO2の結晶場準位は Γ(2)
8 が基底状態で，第 1励起状態が Γ(2)

8 (50 meV)，第 2励起状態が Γ6(∼220 meV)であ
る．第 1励起状態のエネルギーが高いので，低温では基底状態の Γ(2)

8 だけを考えればよい．従って，考慮すべき多

極子自由度は，CexLa1−xB6の Γ8と同様，T1u(Γ4u)の双極子，Eg(Γ3g)と T2g(Γ5g)の四極子，そして A2u(Γ2u)
と T1u(Γ4u)と T2u(Γ5u)の八極子の 15個である．
秩序の詳細は NpのMIV 吸収端で行われた共鳴 X線散乱により明らかになった．図 16に (003)共鳴反射のエ

ネルギー依存性とアジマス角依存性の概略を示す．観測されている共鳴は E1 共鳴である．MIV 吸収端なので，

3d ↔ 5f の遷移を使っており，直接 5f のテンソル量を観測していると考えてよい．アジマス角依存性で σ-σ′ と

σ-π′の両方が観測されていることから，電気四極子が現れていることがわかる．アジマス角依存性をフィットして

いる曲線は，q = (100)による triple-q の反強四極子構造，図 17 (c)の矢印方向を主軸とする Γ5型四極子の秩序，

を仮定した場合のものであり，非常によく再現できている．従って，共鳴X線散乱からは，Γ5型四極子の triple-q
の反強的秩序構造が生じていると言うことができる．

しかし，四極子秩序では，帯磁率の明瞭なカスプや，µSRで観測されている時間反転対称性の破れなどが説明で
きない．磁気双極子は中性子やMössbauerで観測されていないので考えにくい．すると秩序変数として残る可能性
は八極子になる．有限の Γ5型四極子が誘起されるような八極子といえば，CexLa1−xB6のときと同様，T2u(Γ5u)
である．ただし，CexLa1−xB6のときは，八極子の主軸が 1つの [111] 方向に定まった，colinearな構造であった
ため，それに誘起されて生じる Γ5型四極子は，すべて同じ方向を主軸とする Ferro的な構造となり，結果的に自
発歪みや C44の巨大なソフト化が観測された．NpO2では，八極子の主軸が [111]方向である点では同じだが，fcc
格子の 4サイトでその向きがすべて異なる triple–q 構造をとっており，そのため八極子に誘起される形で現れる
四極子の秩序も triple-q構造になり，格子歪みは生じない．秩序構造が異なるだけで，八極子が秩序変数となり四
極子を伴うという構図は，CexLa1−xB6 と全く同様である．

観測の立場からすると，CexLa1−xB6の共鳴 X線散乱では E2共鳴を観測したので，これは直接 4f の八極子を

観測していると考えられるが31，NpO2 では 4f に誘起された四極子秩序を E1共鳴で 観測しているのであって，
背景にある八極子秩序を直接捉えているわけではない．最近，徳永らにより，NMRの実験結果が報告されたが
[48]，これも八極子秩序を背景に，磁場で誘起された双極子による超微細場を観測しているらしく，八極子からの
信号を直接捉えているわけではない．その意味では，八極子を持ち出してくる議論にほとんど隙はないが，どち

らもまだ間接的な観測であるとも言える．共鳴X線散乱で E2を観測するか32，精度を上げた中性子回折実験33に

期待したい．

multi-q構造について

ここで出てきたmulti-q構造とは何であるか，説明しておこう．NpO2 では，triple-qの四極子秩序ということ
だったが，磁気構造の場合について説明するのが解りやすいと思われる．まず，一般に，単位格子内に複数の磁

性原子がある場合，位置ベクトル rにある単位格子内の d番目の原子の磁気モーメント µd(r)は次のように表さ
れる．

µd(r) =
∑
qj

{mjd cos(qj · r + ϕd) + m′
jd sin(qj · r + ϕd)} (58)

ここで qj は磁気秩序を記述する波数ベクトルであり，複数個あってもよいとする．j はその番号である．mjdと

m′
jdは互いに直交するベクトルで，波数ベクトルと原子ごとにそれぞれ定義される．ϕdは異なる原子の間での位

相関係を記述するのに必要である．

複数個ある qj は，互いに逆格子ベクトルで結びつけることのできない波数ベクトルの集合である．例えば単純

立方格子では， 2π
a を単位として，q = ( 1

200)と (0 1
20)と (00 1

2 )の 3つの反強磁性波数ベクトルは対称性の上で等

31考えられる，という断定を避ける表現にしてあるのは，6.16 keV の pre-edge ピークが本当に E2 か，という同定が，その可能性は非常
に高いが，分光学的立場から証拠を提示するのは難しい，というニュアンスを含ませるためである．周りのイオンや伝導電子との混成で，d
対称性をもった中間状態ができていて，そこに遷移しているのだとすると，共鳴エネルギーは違っても E1 である．ただ，八極子秩序を仮定
したアジマス角依存性の計算が実験をよく再現しているので，今の場合は E2 と考えて間違いはなさそうである．

32E2 が見えるかどうかはやってみなければわからない．
33八極子の場合，波数ゼロでは強度ゼロになるが，有限の波数では強度が出るはずである．
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価であるが，互いに逆格子ベクトルでは結びつけられない異なるベクトルである．格子を白丸と黒丸で塗り分ける

と，( 1
200)は [100]方向，(0 1

20)は [010]方向，(00 1
2 )は [001]方向に周期が 2倍になっており，これら 3構造は異

なる構造になっている．このようなベクトルの集合が multi-q 構造の要素となり得る．一方，q = ( 1
2

1
2

1
2 )の反強

磁性の場合，( 1̄
2

1
2

1
2 )と ( 1

2
1̄
2

1
2 )と ( 1

2
1
2

1̄
2 )も等価であるが，互いに逆格子ベクトルで結びつけられてしまうために，

multi-q構造の要素にはなれない．これらは全く同じベクトルであると見なされるのである．白黒格子を作ってみ
ると一目瞭然であるが，[111], [1̄11], [11̄1], [111̄]のどの方向に周期を 2倍にしても，結果的に区別できない同じ構
造（NaCl格子）ができあがってしまう．

fcc格子における q = (100)の反強磁性では，(010)と (001)も等価であり，multi-q構造の要素となり得る．q

がブリルアンゾーン境界にあり，また，ちょうど逆格子ベクトルの半分に一致するとき，q · r = nπ（nは整数）

になる．更に，基本単位格子に原子が 1個しかないとすると34，dの区別はなくなる．このような場合，(58)の第
2項は必要なくなり，単純に，

µ(r) =
∑
qj

mj cos(qj · r) (59)

と表される．この式を基に記述される磁気構造は様々であるが，その中から代表的な例を図 17に示した．(a)は
q = (100), m = [100]として記述される，縦波の single-q構造である．q ‖ mなので縦波と呼ぶ．この構造が実

現する場合，q = (010), m = [010]と q = (001), m = [001]の 2つの構造も同等であり，普通はドメインとして
同時に出現する．(b)は q1 = (100), m1 = [100], q2 = (010), m2 = [010]として記述される，縦波の double-q構
造である．最大の特徴は，磁気モーメントが互いに平行でない，non-colinear構造になってしまう点である．こ
の場合は，q1 = (100), m1 = [100], q2 = (001), m2 = [001]のドメインと q1 = (010), m1 = [010], q2 = (001),
m2 = [001]のドメインも同時に出現する．(c)は q1 = (100), m1 = [100], q2 = (010), m2 = [010], q3 = (001),
m3 = [001] として記述される，縦波の triple-q構造である．この構造が実現した場合，ドメインはこれ 1つしか
ない．

(d)(e)(f)は q ⊥ mとなっている横波構造である．(d)は q = (100), m = [001]で記述される single-q構造であ
る．縦波構造との違いは，磁気モーメントの向きが異なるドメインも出てくる点である．(d)ではm = [010]も
同等であり，ドメインを形成する．qが 3通り，mがそれぞれ 2通り可能なので，全部で 6個のドメインができ
あがる．(e)は q1 = (010), m1 = [100], q2 = (001), m2 = [010]で記述される，横波の double-q 構造である．q

の選び方が 3通り，mの選び方がそれぞれの q の組に 3通りずつあるので，計 9個のドメインができる．(f)は

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 17: fcc 格子における q = 2π
a (1 0 0)反強磁性秩序で起こり得る multi-q 構造．(a)(d) は single-q，(b)(e)は

double-q，(c)(f)は triple-q．また，(a)(b)(c)は縦波，(d)(e)(f)は横波である．

34fcc の基本単位格子は a1 = ( a
2

a
2
0), a2 = (a

2
0a

2
), a3 = (0 a

2
a
2
) が単位ベクトルである．
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q1 = (100), m1 = [010], q2 = (010), m2 = [001], q3 = (001), m3 = [100]で記述される，横波の triple-q構造で
ある．mの選び方が 2通りあるので，ドメインは 2個である．
磁気構造の解析には中性子回折が用いられる．縦波か横波かの区別は，κ ‖ qの磁気反射強度がゼロになるかど

うかで見分けられる．しかし，single-q 構造か multi-q 構造かを判断するのは難しい．まず，粉末パターンでは，
single-qでもmulti-qでも，全く同じ結果になってしまう．ドメインなのかmulti-qなのかが区別できないのであ
る．単結晶でも無磁場常圧では状況は同じである．磁場や一軸圧をかけるなどして 1つのドメインを優勢にし，ど
の qj が生き残るかを調べる必要がある．single-qであれば 1つの qj しか生き残らないが，double-qならば 2つ，
triple-qならば 3つの qj の強度が等しく生き残る．

6 おわりに

物性研究者にとって，中性子散乱には文献 [5]のような定番の教科書があるが，X線散乱には，Thomson散乱
を原理とする様々な構造解析的な技術の教科書はあっても，磁気散乱や共鳴散乱といった，物性研究のためのツー

ルとなる散乱機構については，原論文を読みこなさなければならない．これらが大型放射光施設でなければでき

ない実験であり，また手法自体が比較的新しいとか，まだあまりポピュラーではないといった理由によるものと思

われる．そこでこの場を借りて，散乱機構についてやや長めの解説を行った．

まず，X線散乱の基本原理は，電子と電磁場との相互作用であり，そこから電荷による散乱，磁気モーメントに
よる散乱，原子内準位間遷移を経る共鳴散乱が現れることをみた．そして本稿では，特に共鳴散乱に着目し，電

気双極子 (E1)遷移と電気四極子 (E2)遷移による散乱振幅を求め，それぞれどのような準位間の遷移に対応する
のか，磁性を担う f 軌道や d軌道を直接観測することができるのかどうかについて述べた．また，現在の共鳴 X
線散乱が抱える弱点として，中間状態の不明瞭さについても少し言及した．その不明瞭さには目をつぶり，磁性

を担う電子軌道に発生する磁気双極子，電気四極子，磁気八極子，電気十六極子といった，物性の発現に直接関

わる物理量と散乱強度とを結びつけ，データ解析に役立てるための理論として，Loveseyによるテンソル演算子を
用いた理論を紹介した．これにより，E1遷移では 2階テンソルまで，E2遷移では 4階テンソルまでの物理量を
観測できることなどが，より明瞭に示される．

実際の物質への適用例として，DyB2C2では，四極子秩序と磁気秩序の観測，モデル計算との比較，E1-E2共鳴の
干渉を解析することで 4f と 5dに生じているテンソルの符号関係まで言及できること，などを示した．CexLa1−xB6

では，E2共鳴を観測したことで八極子秩序の直接的な証拠が得られたことを紹介した．NpO2での観測内容も，E1
で誘起四極子を観測したものである点でやや間接的ではあるが，八極子秩序を起源とする物理的側面はCexLa1−xB6

と非常によく似ている．これらは共鳴 X線散乱が物性の理解に大きな貢献をした例である．
最後に，我々がテーマとしているスクッテルダイト化合物では，PrFe4P12 における四極子秩序を Prの L吸収

端での E1共鳴で観測した例と [49]，PrRu4P12における十六極子秩序を，これも L吸収端での E1共鳴で，5dに

誘起された何らかの異常を通して間接的に観測した例がある [50]．いずれも h + k + l =奇数の禁制反射位置に
強度が現れることから，単位格子内の 2つの Prサイトにおける電子状態が違うものになったことを示している．
後者の例では，σ-σ′の偏光依存性しか観測されないという結果から，恐らく原子散乱因子テンソルは等方的成分，

(32)の d0 の項のみで表されているであろうと考察し，5d軌道における単極子である d0 の値が 2つの Prサイト
で異なる値を持つ起源として，4f 軌道における十六極子と結びつけている．ただ，いずれの実験でも E2の共鳴
が見えていないのが残念である．特に八極子以上のテンソル量を議論する場合，E1共鳴の結果を基に議論しても，
多くの仮定を盛り込んだ間接的なものにならざるを得ない．スクッテルダイトに限らず，いろいろな物質の実験を

振り返ると，E1は必ずと言っていいほど見えるのに対し，E2は見える物質と見えない物質があるらしいことに
気付く．現状では，何がそれを決めているのか，よくわからない．

共鳴 X線散乱による多極子秩序の観測というのは，比喩表現で言うと，とても細いバットを振っているような
ものである．当たれば非常に鋭い打球を打ち返すことができるが，そう簡単にバットに当たってはくれない．特

に E2共鳴をねらった実験などは，バットも細く，スイートスポットも小さい．当てる技術がまだ未熟であること
も否定できない．ねらい所をよく定めてバットを振らなければならないと思う．特に，どの吸収端を使うか，どの
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波数ベクトルを中心に調べるか，どのアジマス角で測定するかの 3点は，実験施設とビームラインの選択，実験
のセットアップ，試料の切り出し方のように，実験の計画段階である程度は決まってしまう条件である．現状は，

なんとかバットにボールが当たるよう，いろいろな経験を積み重ねつつあるといったところだろうか．
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