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2.5. 離散型・連続型分布 
2.5.1 1次元の場合 

確率統計 A,  2012年5月22日: P.3 

連続型確率変数と確率密度関数 

 身長, 温度, バスの待ち時間などのように連続する値を

とる場合を考える. すなわち, X のとりうる値は実数全体

のある部分集合であるとする. とくに, X の分布関数が 

 

 

 と表せるとき,  連続型確率変数 (Continuous Type 

Random Variable) といい, その確率分布を連続型分

布という.  また,  上の関数 f(x) を確率密度関数 

(Probability Density Function, pdf) という.   
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確率密度関数の性質 

 先の定義において, 

  

 

 であり, f(x) の連続点で 

 

  

 が成立する.  定義から確率密度関数は次の性質をもつ.  
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一様分布 

一様分布 (Uniform Distribution) 

 確率密度関数が 

  

  

 

 で与えられる分布を区間 (a,b] 上の一様分布とい

い, U(a,b] で表す. 
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定理 2.9 

 連続型確率変数 X の分布関数 F(x) は, a< 
x<b において, 狭義単調増加で F(a)=0, 

F(b)=1 であるとする (a= あるいは b= 

でもよい). このとき, 確率変数Y=F(X) は一

様分布 (0, 1] に従う. 逆にYが一様分布 (0,1]
に従うとする. このときX=F–1(Y)の分布関数

はFになる.  
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定理 2.9 の証明 
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乱数の発生法 

 定理2.9より, 一様分布に従う乱数 

  y1,…,yn 

 から, 変換 xj=F1(yj) により, 分布関数 F をも

つ乱数 

   x1, …,xn 

 を発生させることができる. 
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正規分布 

正規分布 (Normal Distribution) 

 確率密度関数が 

  

  

 で与えられる分布を平均 , 分散 2 の正規分布といい, 

N(,2) で表す. ここに <<, 2>0. 特に =0, 

2=1 のとき, N(0,1) を標準正規分布 (Standard 

Normal Distribution) という.  N(0,1) の確率密度関数

は 

 

 と表される.   
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1.  は中心の位置を2 は分布の裾の広がりを表している.  

• もし  だけ変われば, 中心の位置だけずれる.  

• もし 2 だけ大きくなれば, 分布の裾が広くなる. 

 

 

 

 

 

2. 密度は中心  から近いほど高く, 中心から離れるほど低く

なる.  
  から + までの範囲の累積確率は約 68%. 

 2 から +2 までの範囲の累積確率は約 95%. 

 3 から +3 までの範囲の累積確率は約 99.7%. 

 

正規分布の特性 
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標準正規分布の上側確率の求め方 

表D.1 (p318) はxをパーセント点 (閾値) としたときの標準正規分布の
上側確率を表している. (P(Z>x)=?)  

横軸はxの小数点第2位を表している!  

縦
軸

は
xの

小
数

点
第

1
位

ま
で

を
表

し
て

い
る

!  

もし p=P(Z>1.36)とな
るpを求めたいなら,  
1.36=1.3+0.06 

P(Z>1.36)=0.0869 
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標準正規分布の上側パーセント点の求め方 

表D.2 (p319) は上側確率を p としたときのパーセント点 (閾値) を表し
ている. (p=P(Z>?)) 

横軸はpの小数第3位を表している!  

縦
軸

は
pの

小
数

第
2
位

ま
で

を
表

し
て

い
る

!  

もしP(Z>x)=0.082となるxを求めたいなら, 0.082=0.08+0.002. 

P(Z>x)=0.082 
x=1.392. 
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その他の連続型確率分布 

1. 指数分布 (Exponential Distribution): 確率密度関数が 

  

  

 

 で与えられる分布をパラメータ  (>0) を持つ指数分布といい, 

Ex() で表す. 

2. ガンマ分布 (Gamma Distribution): 確率密度関数が 

  

  

 

 で与えられる分布をパラメータ r (>0),  (>0) を持つガンマ分
布といい, Ga(r,) で表す. ただし(x) はガンマ関数である. 

Ga(1,)=Ex() という関係式が成り立つ.  
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2.5. 離散型・連続型分布 
2.5.2 2次元の場合 
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2 次元確率関数と確率密度関数の性質 

1 1

2

2

( )

(1) ( , ) 0, , 1,2,.... (2) ( , ) 1.

, ( , ) ( , )

( )

(1) ( , ) 0, ( , ) (2) ( , ) 1.

, ( , ) ( , )

( , ) (

i i

i j i j
i j

i j
x x y y

x y

f x y i j f x y

F x y f x y

f x y x y f x y dxdy

F x y f u v dudv

F x y f
x y

確率関数 離散型

同時分布関数は

確率密度関数 連続型

同時分布関数は

, )x y
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2 項分布の拡張 

• 1回の試行で事象 A, B(=Ac) のいずれかが起こり
うるものとし, A が起こる確率を p とすると, B が起
こる確率は 1p である. このとき n 回の独立な試
行で, A が起こる回数を X とすれば, X は 2 項分

布に従う. 

• 1回の試行で事象 A, B, C のいずれかが起こりう
るものとし, A が起こる確率を p1, B が起こる確率
を p2 とすると, C が起こる確率は 1p1p2 である. 

このとき n 回の独立な試行で, A が起こる回数を 

X, B が起こる回数を Y とすれば (X,Y) は 3 項分

布に従う. 
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三項分布 

 3 項分布 (Trinomial Distribution):  

 確率関数が 

  

  

 
 

 で与えられる分布をパラメータ n, (p1, p2) (0p1, 
0p2, p1+p21) の3項分布といい, 

M3(n,(p1,p2)) で表す. ただし, (x,y)D={(x,y); 
xとyは非負整数, x+yn} 

1 2 1 2

( , ) P( , )

!
(1 )

! !( )!
x y n x y

f x y X x Y y

n
p p p p

x y n x y
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2 次元正規分布 (1/2) 

2 次元正規分布 (Bivariate Normal Distribution) 

 確率密度関数が 

  

  

  

 

 で与えられる分布を2 次元正規分布という. ここに 

<1<, 1>0, <2<, 2>0, ||<1.  
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2 次元正規分布 (2/2) 
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は対称な正則行列

とおくと

と書き換えることができるの 2,( , ) ( , )

.

X Y Nで の分布を

と表す
確率統計 A,  2012年5月22日: P.20 

2 次元正規分布の形 
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定理 2.10 

(周辺分布)  

1. (X,Y) が3項分布 M3(n,(p1,p2)) に従うと

する. このとき，X, Y はそれぞれ２項分布 

B(n,p1), B(n,p2) に従う. 

2. (X,Y) が2次元正規分布 N2(,) に従う

とする. このとき, X, Y はそれぞれ正規分

布 N(1,1
2), N(2,2

2) に従う.  
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定理 2.10 の証明 
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定理 2.11 

 (X,Y) は離散型あるいは連続型で, 同時

確率密度関数 (または確率関数) および

周辺確率密度関数 (または確率関数) を 

fX,Y(x,y), fX(x), fY(y) とする．X と Y が独

立であることと,  

   fX,Y(x,y)=fX(x)fY(y),  

   (x,y)D={(x, y); fX,Y(x,y)>0} 

 が成り立つことは同値である. 
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定理 2.11 の証明 


