
練習問題 1

問 1 (1) パラメータ λ のポアソン分布 p(λ) の特性関数と, 平均, 分散を求めよ.

(2) Xn ∼ p(1/n), n = 1, 2, . . . とするときXn
p→ 0 (n → ∞) であることを

示せ.

(3) Yn ∼ p(n), n = 1, 2, . . . とするとき

Zn =
Yn − n√

n

d→ N(0, 1) (n → ∞)

であることを示せ.

問 2 X1, X2, . . . は互いに独立に, N(0, 1) に従う確率変数列とする. 0 < c < 1 と

して,

Yn =
n∑

k=1

ckXk, n = 1, 2, . . .

と定義する.

(1) N(0, 1) の特性関数が e−t2/2 であることを用いて, n → ∞ のとき, Yn は,

正規分布に分布収束することを示せ. このとき, 極限分布の分散を c を用

いて表せ.

(2) 実数列 a1, a2, . . . に対して, Zn = anYn, n = 1, 2, . . . と定義する. Zn
p→

0 (n → ∞) となるための必要十分条件は an → 0 (n → ∞) であることを

示せ.

問 3 X1, X2, . . . は互いに独立な連続型確率変数で, 次の確率密度関数をもつとする.

f(x) =

{
2x (0 ≤ x < 1)

0 (x < 0 or x ≥ 1)
.

(1) Un = mini≤n Xi とするとき, Un
p→ 0 (n → ∞) であることを示せ.

(2) Wn =
√
nmini≤n Xi とする. n → ∞ のときのWn の極限分布の確率密度

関数を求めよ.

問 4 確率収束, 分布収束の定義のみを用いて次を証明せよ.

(1) c を定数とするとき, Xn
d→ X (n → ∞) ならば cXn

d→ cX (n → ∞).

(2) P(Xn = 0) = 0, c ̸= 0, かつ, Xn
p→ c (n → ∞) ならば

1/Xn
p→ 1/c (n → ∞).
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問 5 ジョーカーを除く 1組 52枚のトランプを母集団とする.

(1) この母集団からカードを無作為抽出し, そのカードがスペードなら X =

−10, スペード以外なら X = 1 とする. このとき, X の母集団分布の確率

関数を書け.

(2) 非復元抽出で無作為に 5枚のカードを抽出し, 選ばれたカードの, X の値

を X1, . . . , X5 とする. このとき,

P(X1 +X2 +X3 +X4 +X5 < 0)

を求めよ.

(3) 復元抽出で無作為に 5回カードを抽出し, 選ばれたカードの, X の値を

X1, . . . , X5 とする. このとき,

P(X1 +X2 +X3 +X4 +X5 < 0)

を求めよ.

問 6 X1, . . . , Xn を母集団分布 P からの無作為標本とし, E(X1) = µ,Var(X1) = σ2

とする. X̄n を標本平均, S2
n を標本分散とするとき

√
n(X̄n − µ)

Sn

d→ N(0, 1) (n → ∞)

を示せ.

問 7 X,Y は独立に, N(0, 1) に従う確率変数とする.

(1) c を定数とするとき, Z = cX + (1− c)Y の分布は何か. このとき, Var(Z)

を最小にする c の値を求めよ.

(2) W = X2 の確率密度関数を求めよ.

(3) A = X2 + Y 2, B = X2

X2+Y 2 とするとき, (A,B) の同時確率密度関数を求

めよ.

(4) a, b, c, d を定数, U = aX + bY, V = cX + dY とする.

(
U

V

)
の同時確率密

度関数を求めよ.

(5) (4) において, U, V が独立となるための必要十分条件は ac + bd = 0 とな

ることを示せ.
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