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仮説検定問題 (1/3)

一般的な仮説検定問題
X = (X1, . . . , Xn)

′ ∼ P, P ∈ P = {Pθ; θ ∈ Θ}

帰無仮説 H0 : θ ∈ Θ0, 対立仮説 H1 : θ ∈ Θ1

(Θ0 ⊂ Θ,Θ1 ⊂ Θ, Θ0 ∩Θ1 = ∅)

単純仮説 : 仮説で指定されるパラメータの値が 1個の場合
(H0 : θ = θ0, Θ0 = {θ0})

複合仮説 : 単純仮説でない仮説

棄却域 : ある検定方法を定めたとき, その検定方法によって帰無
仮説が棄却されるような実現値の全体からなる集合.

3 / 16



復習 (仮説検定問題) 確率化検定 尤度に基づく検定 単純仮説の場合 多項分布に関する検定

仮説検定問題 (2/3)

検定方法と棄却域の対応

W ⊂ Rn と, X の実現値 x に対して{
x ∈ W ⇒ 帰無仮説 H0 を棄却
x /∈ W ⇒ 帰無仮説 H0 を棄却しない

という検定方法を考えると, この検定方法の棄却域は W となる.

2種類の過誤と過誤確率

W をある検定の棄却域とする

第 1種の過誤 P(X ∈ W | θ ∈ Θ0)

第 2種の過誤 P(X /∈ W | θ ∈ Θ1)
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仮説検定問題 (3/3)

β(θ) = P(W | θ) とおくとき

sup
θ∈Θ0

β(θ) ≤ α

であるような検定を, 有意水準 α の検定という

最適化問題

有意水準 α の検定の中で, 第 2種の過誤確率を最小にしたい ⇕
有意水準 α の検定の中で, β(θ) (θ ∈ Θ1)を最大にする.
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確率化検定 (1/2)

最強力検定

Wc = {x; f(x,θ1) ≥ c f(x,θ0)}

c の値は, β(θ0) = α となるように決める.

離散型の場合, β(θ0) = α となる c が存在するとは限らない

例X ∼ B(n, p)

帰無仮説 H0 : p = p0, 対立仮説 H1 : p = p1 (> p0)

の最強力検定の棄却域は Wc = {x; x > c′} と表される.
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メモ用紙
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確率化検定 (2/2)

例 (続き) X ∼ B(10, p)

帰無仮説 H0 : p =
1

2
, 対立仮説 H1 : p = p1 (>

1

2
)

α = 0.05 の場合, β
(
1
2

)
=

{
0.01074 (9 ≥ c > 8)
0.05469 (8 ≥ c > 7)

q =
0.05− P(X > 8 | p = 1

2)

P(X > 8 | p = 1
2)

= 0.08933

として, x = 9.10 のときは必ず棄却,
x = 8 のときは, 確率 q で棄却, 確率 1− q で採択すれば有意水準
5% の検定となる. このような検定を確率化検定と呼ぶ.
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尤度比検定

定義 8.4
X = (X1, . . . , Xn)

′ : n次元確率変数
f(x,θ) : その確率密度関数 (θ ∈ Θ ⊂ Rp)

帰無仮説 H0 : θ ∈ Θ0(⊂ Θ), 対立仮説 H1 : θ /∈ Θ0

に対して,

λ =
supθ∈Θ0

f(x,θ)

supθ∈Θ f(x,θ)
< c

のとき, H0 を棄却する検定を尤度比検定と呼ぶ.
また, λ を尤度比規準と呼ぶ.
c は有意水準に応じて定められる.
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単純仮説の場合 (1/3)
以下, X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ f(x, θ) とする.
Θ0 = {θ0} の場合

λ =

∏n
i=1 f(xi,θ0)

supθ∈Θ
∏n

i=1 f(xi,θ)

棄却域の決め方
帰無仮説 H0 が正しいとき, 適当な正則条件の下で

− 2 log λ
d→ χ2

p

が成り立つので, 有意水準が α となる検定は次のように近似でき
る. (テキストの補遺 C参照)

− 2 log λ > χ2
p(α) ⇒棄却 (χ2

p(α) は上側 α 点 )
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単純仮説の場合 (2/3)

最尤推定量に基づく検定
θ̂n : Θ での θ の最尤推定量

θ̂n = argmaxθ∈Θ

n∏
i=1

f(Xi,θ)

J(θ) : フィッシャー情報量行列

J(θ) = E

[{
∂

∂θ
logf(X1,θ)

}{
∂

∂θ
logf(X1,θ)

}′]

TW ≡ n(θ̂n − θ0)
′J(θ̂n)(θ̂n − θ0) > χ2

p(α) ⇒棄却

は適当な正則条件の下で, 有意水準が近似的に αとなる.
これをワルド検定と呼ぶ. (テキストの補遺 C参照)
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単純仮説の場合 (3/3)

スコア関数に基づく検定

sn(θ) =
n∑

i=1

∂log f(Xi,θ)

∂θ

をスコア関数と呼ぶ.

TS ≡ 1

n
{sn(θ0)}′J(θ0)−1{sn(θ0)} > χ2

p(α) ⇒棄却

は適当な正則条件の下で, 有意水準が近似的に αとなる.
これをスコア検定と呼ぶ. (テキストの補遺 C参照)
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多項分布に関する検定 (1/4)

Z1, . . . ,Zn
i.i.d.∼ Mm(1,θ), θ = (p1, . . . , pm−1)

′

g(z1, . . . , zn;θ) : Z1, . . . ,Zn の同時確率密度関数

g(z1, . . . , zn;θ) =

{∏m
j=1 p

∑n
i=1 zij , z1, . . . , zn ∈ Z

0, その他
,

Z = {(1, 0, . . . , 0)′, (0, 1, 0, . . . , 0)′, . . . , (0, . . . , 0, 1)′}
= {e1, e2, . . . , em} ⊂ Rm

pj = P(Zi = ej) (j = 1, . . . ,m− 1),

pm = P(Zi = em) = 1− (p1 + · · ·+ pm−1)
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多項分布に関する検定 (2/4)

対数尤度関数 : ℓ(θ;z1, . . . , zn) =
m∑
j=1

xj log pj − log
n!∏m

j=1 xj !
,

スコア関数 : sn(θ) =
∂log g(z1, . . . , zn;θ)

∂θ
=

(
. . . ,

xj
pj

− xm
pm

第 j 成分

, . . .
)′

x =
n∑

i=1

zi = (x1, . . . , xm)′

フィッシャー情報量行列 : J(θ) = (Jij(θ))i,j=1,...,m−1,

Jij(θ) =

{
n
pi

+ n
pm

, i = j
n
pm

, i ̸= j
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多項分布に関する検定 (3/4)
θ の最尤推定値

θ̂ = argmax
θ

ℓ(θ; z1, . . . , zn) = (p̂1, . . . , p̂m−1)
′ =

(x1
n
, . . . ,

xm−1

n

)′

仮説検定問題

帰無仮説 H0 : θ = θ0 = (q1, . . . , qm−1)
′, 対立仮説 H1 : θ ̸= θ0

尤度比規準

− 2 log λ = −2 log
g(θ0; z1, . . . , zn)

g(θ̂;z1, . . . , zn)

= 2ℓ(θ̂; z1, . . . , zn)− ℓ(θ; z1, . . . , zn) = 2

m∑
j=1

xj log
xj
nqj
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多項分布に関する検定 (4/4)

スコア検定

TS = n−1{sn(θ0)}′J(θ0)−1{sn(θ0)} =
m∑
j=1

(xj − nqj)
2

nqj

多項分布に対するスコア検定をカイ 2乗検定と呼ぶ.

ワルド検定

TW = n(θ̂n − θ0)
′J(θ̂n)(θ̂n − θ0) =

m∑
j=1

(xj − nqj)
2

xj

多項分布に対するワルド検定を修正カイ 2乗検定と呼ぶ.

※ −2 log λ, TS , TW のいずれも, χ2
m−1(α) より大きいときに

棄却する.
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